Perturbation de la dynamique de 
diffeomorphismes en topologie 



Sylvain Crovisier 



Decembre 2009 



Perturbation de la dynamique de difFeomorphismes en topologie 



Les travaux presentes dans ce memoire portent sur la dynamique de diffeomorphismes de 
varietes compactes. Pour I'etude des proprietes generiques ou pour la construction d'exemples, 
il est souvent utile de savoir perturber un systeme. Ceci souleve generalement des problemes 
delicats : une modification locale de la dynamique pent engendrer un changement brutal du 
comportement des orbites. En topologie C^, nous proposons diverses techniques permettant de 
perturber tout en controlant la dynamique : mise en transversalite, connexion d'orbites, pertur- 
bation de la dynamique tangente, realisation d'extensions topologiques,... Nous en tirons diverses 
applications a la description de la dynamique des diffeomorphismes C^-generiques. 



Perturbation of the dynamics of diffeomorphisms in the C -topology 

This memoir deals with the dynamics of diffeomorphisms of compact manifolds. For the study 
of generic properties or for the construction of examples, it is often useful to be able to perturb 
a system. This generally leads to delicate problems: a local modification of the dynamic may 
cause a radical change in the behavior of the orbits. For the topology, we propose various 
techniques which allow to perturb while controlling the dynamic: setting in transversal position, 
connection of orbits, perturbation of the tangent dynamics,... We derive various applications to 
the description of C^-generic diffeomorphisms. 
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Introduction 



Le dynamicien etudie les systemes qui evoluent au cours du temps. De nombreux exemples 
sont fournis par la mecanique classique a tr avers une equation differentielle. Poincare a montre 
dans son memoire |132| sur la stabilite du systeme solaire que Ton peut decrire le comportement 
asymptotique des trajectoires sans passer par leur calcul explicite (souvent vain). Nous nous 
interessons dans ce texte aux systemes a temps discret obtenus en iterant un diffeomorphisme. lis 
sont naturellement relies aux systemes a temps continu si Ton considere une section de Poincare 
ou le temps 1 du flot associe. Les systemes provenant de la physique possedent bien souvent 
des symetries supplementaires : nous n'abordons pas ici le cas specifique des diffeomorphismes 
conservatifs, i.e. qui preservent une forme volume ou symplectique (voir [48] pour un panorama 
des diffeomorphismes de surface conservatifs). 

La classe des diffeomorphismes hyperboliques est I'une des premieres etudiees et des mieux 
decrites. Dans ce memoirqj, nous discuterons essentiellement des diffeomorphismes non hyper- 
boliques generiques. (Nous renvoyons a [35] pour une vue d'ensemble des dynamiques faiblement 
hyperboliques.) 

0.1 Dynamiques generiques 

Plagons-nous sur une variete differentiable compacte M . L'etude de la dynamique d'un diffeo- 
morphisme arbitraire de M peut sembler parfois hors de portee : on peut imaginer la coexistence 
et I'accumulation d'une grande variete de comportements differents, empechant I'espoir de de- 
composer et de structurer la dynamique. II se pourrait cependant que de tels diffeomorphismes, 
pathologiques, puissent toujours etre approches par d'autres, plus simples a analyser : il devient 
plus raisonnable d'esperer decrire la dynamique d'une partie dense des systemes. Ce point de vue 
souleve une difficulte, que nous discuterons plus amplement par la suite : nous devons preciser 
I'espace des diffeomorphismes consideres, ainsi que le choix d'une topologie sur cet espace. 

Nous travaillerons en general avec des espace de diffeomorphismes metrisables complets et 
nous pourrons alors utiliser la genericite de Baire. Une propriete sera dite generique si elle est 
satisfaite par un ensemble de diffeomorphismes contenant une intersection denombrable d'ouverts 
denses (un ensemble dense). La realisation simultanee de deux proprietes generiques est encore 
generique. La genericite de Baire est done un outil commode pour decrire des ensembles denses 
de diffeomorphismes. 

^ Je suis tres reconnaissant a Jerdme Buzzi, Rafael Potrie et Charles Pugh pour I'attention qu'ils ont portee 
sur ce texte et leurs nombreuses remarques. 
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0.1. a Choix d'un espace de difFeomorphismes. Les proprietes generiques que Ton 
peut obtenir dependent beaucoup de la regularite des diffeomorphismes que Ton etudie. No- 
tons Diff'=(M) r espace des diffeomorphismes de classe de M. Nous allons discuter I'existence 
de points periodiques de diffeomorphismes generiques pour differents espaces. 

- Dans Diff^(M), les homeomorphismes possedent generiquement un ensemble non denom- 
brable de points periodiques (voir [1211 fTT] ). 

- Dans Diff^(M), I'existence de points periodiques est plus difficile a obtenir : c'est I'objet 
du lemme de fermeture de Pugh. L'ensemble des points ayant une meme periode est fini. 

- Dans Diff^(M), k > 1, I'existence de points periodique n'est en general pas connue. 

- Herman a montre |761I75| que sur certains tores symplectiques, pour des ensembles ouverts 
de fonctions hamiltoniennes C°° il existe des ouverts de surfaces d'energies regulieres sur 
lesquelles il n'y a pas d'orbites periodiques. Les dynamiques hamiltoniennes generiques sur 
ces surfaces d'energies n'ont done pas d'orbite periodique. 

Nous travaillerons par la suite en regularite C^. II y a pour cela plusieurs raisons. L'existence 
d'une structure differentiable donne une rigidite minimale, permettant par exemple la continua- 
tion des points periodiques, I'etude des exposants de la dynamique, I'obtention de sous-varietes 
invariantes. Comme nous I'avons vu, la perturbation de diffeomorphismes en topologie est 
assez souple pour creer des points periodiques. La topologie possede egalement une pro- 
priete importante : si / est un diffeomorphisme de M'^ a support compact, tous les conjugues 
X ^ a f{a~^ x) par des homotheties de rapport a G (0, 1) petit sont a la meme distance a I'iden- 
tite. Cette remarque est a la base des principales techniques de perturbation dans Diff^(M). En 
revanche, la regularite n'est pas suffisante pour certains resultats requerant un controle de 
distorsion. 

0.1. b Dynamiques hyperboliques. Tres rapidement, les dynamiciens ont cherche quelles 
etaient les dynamiques structurellement stables, i.e. dont le comportement topologique ne change 
pas apres perturbation du systeme. Anosov et Smale ont introduit une classe de diffeomorphismes 
ayant cette propriete : ce sont les diffeomorphismes hyperboliques. Un diffeomorphisme est hy- 
perbolique si, au-dessus de tout ensemble invariant suffisamment recurrent, on peut decompo- 
ser I'espace tangent de M en deux fibres lineaires invariants, le premier (le fibre stable) etant 
uniformement contracte, le second (le fibre instable) uniformement dilate. Paradoxalement, la 
stabilite de ces systemes face aux perturbations ne les empeche pas d'avoir une dynamique par- 
fois "chaotiques". La dynamique de ces systemes est tres bien comprise, notamment du point de 
vue symbolique (existence de partitions de Markov, de codages) et du point de vue de la theorie 
ergodique (existence de mesures physiques). 

L'equivalence entre la stabilite et I'hyperbolicite a fait I'objet de nombreux travaux et a finale- 
ment ete obtenue par Marie. Ces recherches ont fait emerger de nombreux outils interessants pour 
I'etude des dynamiques differentiables. II est apparu cependant que I'ouvert des dynamiques hy- 
perboliques n'est en general pas dense dans I'espace des diffeomorphismes. Des objectifs naturels 
guident alors I'etude des dynamiques generiques : 

- la comprehension des defauts d'hyperbolicite, 

- la generalisations de proprietes satisfaites par les systemes hyperboliques a des classes plus 
larges de dynamiques, 

- la recherche de nouveaux phenomenes dynamiques. 
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11 



Parmi les dynamiques non hyp erb cliques, deux obstructions apparaissent frequemment : les 
tangences homoclines et les cycles heterodimensionnels (voir la figured]). 



- Une orbite periodique hyperbolique possede une tangence homocline si ses varietes stable 
et instable possedent un point d'intersection non transverse. Certains vecteurs sent alors 
uniformement contractus par iterations passees et futures et devraient appartenir simulta- 
nement aux fibres stable et instable. 

- Deux orbites periodiques hyperboliques ferment un cycle heterodimensionnel si elles sont 
liees par des orbites heteroclines et si leurs dimensions stables different. II n'existe done 
pas de fibre stable de dimension constante au-dessus du cycle. 

Pour les diffeomorphismes de surface de regularite C^, k > 1, Newhouse a montre que I'en- 
semble des diffeomorphismes ayant une tangence homocline est dense dans un ouvert (non vide) 
de I'espace des diffeomorphismes. En dimension plus grande (et en toute regularite C'', k > 1), 
Abraham et Smale ont construit un ouvert dans lequel les dynamiques presentant un cycle he- 
terodimensionnel sont denses. Le cas des diffeomorphismes de classe des surfaces n'est pas 
connu. 

Conjecture (Smale). Pour toute surface compacte S, I'ensemhle des diffeomorphismes hyperbo- 
liques est dense dans Diff'"'^(5). 

Palis a conjecture que ces bifurcations sont les seules obstructions a I'hyperbolicite. 

Conjecture (Palis). Dans Diff*^(M), k > \, tout diffeomorphisme peut etre approche par une 
dynamique hyperbolique ou par une dynamique possedant une tangence homocline ou un cycle 
heterodimensionnel. 

0.1. c Les dynamiques generiques representent-elles tous les systemes ? La gene- 
ricite donne un sens a la notion de partie negligeable de I'ensemble des diffeomorphismes : 
nous cherchons a decrire la plupart des dynamiques. Ce point de vue est cependant tres relatif, 
puisqu'il se peut que I'espace des diffeomorphismes etudies soit negligeable pour une autre notion 
de genericite. 

II est ainsi envisageable que Ton puisse trouver deux parties disjointes, chacune dense dans 
un ouvert de I'espace des diffeomorphismes et representant des dynamiques tres differentes. Par 
exemple, lorsque dim(M) < 3, on peut alors introduire : 




Fig. 1 - Tangence homocline et cycle heterodimensionnel. 
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- I'ensemble des homeomorphismes ayant un ensemble non denombrable de points periodi- 
ques (nous avons vu que c'est une partie generique de Diff'^(M)), 

- I'ensemble des diffeomorphismes structurellement stables de M (Shub a montre |162j qu'il 
forment une partie C'^-dense de DifF°°(M) et lorsque dim(M) < 3, Munkres a montre |103j 
que Diff~(M) est dense dans Diff°(M)). 

Les diffeomorphismes structurellement stables ont au plus un nombre denombrable de points 
periodiques et ces deux parties denses de Diff''(M) sont done disjointes. 

Remarquons que, dans certains cas, en travaillant avec des proprietes generiques, on peut 
obtenir des conclusions satisfaites par un ouvert dense de diffeomorphismes, et non pas seulement 
par un G^. (Voir par exemple la conjecture faible de Palis, plus bas.) 

0.2 Decomposition de la dynamique 

La dynamiques d'un diffeomorphisme hyperbolique / est portee par un nombre fini d'en- 
sembles compacts invariants disjoints et transitifs (i.e. possedant une orbite positive dense), 
appeles pieces basiques. Plus precisement, dans ce cadre chaque piece basique contient une or- 
bite periodique O et coincide avec I'adherence H{0) de I'ensemble des intersections transverses 
entre les varietes stables et instables de O. Un tel ensemble H{0) associe a une orbite perio- 
dique hyperbolique O peut etre defini pour un diffeomorphisme arbitraire et est appele classe 
homocline de O. 

Conley a montre que cette decomposition se generalise aux diffeomorphismes quelconques, 
si Ton autorise un nombre infini de pieces et si Ton remplace la transitivite par la transitivite 
par chaines. Cette propriete est une notion plus faible de recurrence qui met en jeux les pseudo- 
orbites, i.e. les suites (x„) de M pour lesquelles f{xn) et Xn+i sont proches pour tout n mais ne 
coincident pas necessairement. Les pieces obtenues sont alors appelee classes de recurrence par 
chaines. 

La decomposition de Conley est interessante si Ton parvient a faire le lien entre les pseudo- 
orbites et les vraies orbites de la dynamique. II faut pour cela etre capable de refermer les sauts 
d'une pseudo-orbite par perturbation. Ce probleme a ete traite progressivement par I'obtention 
de lemmes de perturbation dans des situations de plus en plus generales. 

- Pugh a demontre un lemme de fermeture qui permet de creer un point periodique pres 
d'un point non-errant. II s'agit en quelque sorte de fermer une pseudo-orbite periodique 
ayant un saut unique. 

- Hayashi a obtenu un lemme de connexion : lorsque I'orbite positive d'un point p et I'orbite 
negative d'un point q ont un point d'accumulation commun, p et q sont contenus dans la 
meme orbite apres perturbation. La encore, il n'y a qu'un seul saut a refermer. 

- Finalement, avec C. Bonatti nous avons aborde le cas general et etabli un lemme de 
connexion pour les pseudo-orbites. 

Le lemme de connexion pour les pseudo-orbites permet de montrer que la decomposition en 
classes de recurrence par chaines est bien adaptee a I'etude des diffeomorphismes generiques : par 
exemple, les classes de recurrence par chaines contenant une orbite periodique sont des ensembles 
transitifs. Plus precisement, nous avons obtenu le resultat suivant. 

Theoreme. // existe un Gs dense de Diff^(M) forme de diffeomorphismes pour lesquels la classe 
de recurrence par chaines de toute orbite periodique O coincide avec sa classe homocline H{0). 



0.2. DECOMPOSITION DE LA DYNAMIQUE 
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Toutefois le lemme de connexion pour les pseudo-orbites ne permet pas de controler comple- 
tement le support de I'orbite obtenue. J'ai etabli pour cela un autre lemme de perturbation. En 
voici une consequence. 

Theoreme. Pour tout diffeomorphisme appartenant d un Gs dense de Diff^(M), chaque classe 
de recurrence par chaines est limite de Hausdorff d'une suite d'orbites periodiques. 

Ces techniques de perturbation restent valables pour les diffeomorphismes conservatifs. Elles 
entrainent un resultat de "diffusion des orbites" (obtenu avec C. Bonatti et M.-C. Arnaud). 

Theoreme. Considerons une variete compacte connexe M munie d'une forme volume ou sym- 
plectique uj. Tout diffeomorphisme appartenant d une partie generique de I'espace DifFi(M) des 
diffeomorphismes de M preservant uj est transitif. 

Ce dernier theoreme souligne a nouveau I'importance de la regularite choisie. En effet, le theo- 
reme des tores invariants de Herman (voir [HI chapitre IV], |1Q21 section II. 4. c] et [191| ) montre 
par des techniques de theorie KAM qu'il existe un ouvert de diffeomorphismes de Diff^(M), 
> 4, qui possedent un tore de codimension 1. Ce tore separe la variete en deux composante et 
empeche la transitivite. Le theoreme precedent n'est done pas vrai en regularite superieure. 

Nous pouvons egalement remarquer certaines particularites du sujet. D'une part, I'essentiel 
des resultats s'appuient sur des techniques de perturbation. D'autre part, les differents lemmes 
de perturbation ont parfois des enonces qui peuvent sembler tres similaires, bien que la difficulte 
des demonstrations puisse etre bien differente. 

Notre connaissance des dynamiques C^-generique devient suffisamment precise pour pouvoir 
obtenir des conclusions qui n'etaient jusqu'alors connues que dans le cadre des dynamiques 
hyperboliques. Par exemple, on s'attend a ce que le centralis ateur d'un diffeomorphisme, i.e. 
I'ensemble des diffeomorphismes qui commutent avec lui, soit en general petit. C'est ce que nous 
avons verifie avec C. Bonatti et A. Wilkinson. 

Theoreme. L 'ensemble des diffeomorphismes f a centralis ateur trivial (i.e. reduit aux iteres 
n^T,) contient un Gs dense de Diff"'^(M). 

Caracterisation des dynamiques non hyperboliques 

En dimension 1 et en toute regularite, la conjecture de Palis est une consequence du theo- 
reme de Peixoto : tout diffeomorphisme du cercle peut etre approche par un diffeomorphisme 
ayant un nombre fini de points periodiques, tons hyperboliques (les autres orbites sont errantes 
et connectent une source a un puits). En dimension 2, Pujals et Sambarino ont demontre la 
conjecture en regularite C^. En dimension superieure, seuls des resultats partiels existent (et 
seulement en topologie C^). Nous allons les presenter ci-dessous. 

0.3. a Les dynamiques conservatives En topologie et dans le cadre conservatif, la 
conjecture de Palis est verifiee, nous obtenons meme un resultat plus fort. 

En dimension 2, il existe une obstruction robuste a I'hyperbolicite venant de la structure 
symplectique : I'existence d'un point periodique elliptique, i.e. ayant des valeurs propres non 
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reelles de module 1. Newhouse a montre |107| que cette obstruction suffit a caracteriser les 
diffeomorphismes robustement non hyperboliques 

Lorsque dim(M) > 3, les points periodiques sont generiquement hyperboliques |155j . Les 
travaux, classiques, autour de la stabilite structurelle, impliquent qu'une dynamique dont on ne 
peut pas faire bifurquer les points periodiques est hyperbolique. Si Ton parvient au contraire a 
faire bifurquer des points periodiques, on obtient par perturbation des points periodiques ayant 
des dimensions stables differentes ; le lemme de connexion pour les pseudo-orbites cree alors un 
cycle heterodimensionnel (dans le cadre conservatif et lorsque M est connexe, il n'y a qu'un seule 
classe de recurrence par chaines) associe a des points periodiques dont la dimension stable differe 
de 1. 

Un resultat de Bonatti et Diaz permet de renforcer les cycles heterodimensionnels : apres 
perturbation, on obtient un diffeomorphisme / € Diff^(M) et une paire d'ensemble hyperboliques 
transitifs K, L dont la dimension stable differe, tels que pour tout diffeomorphisme g proche de /, 
les continuations Kg,Lg sont liees par des orbites heteroclines. Un tel cycle associe a i^' et L est 
une obstruction robuste a I'hyperbolicite et est appele cycle heterodimensionnel robuste. Si Ton 
choisit des orbites periodiques O G K et O' € il existe un ensemble dense de diffeomorphismes 
au voisinage de / pour lesquels O et O' forment un cycle heterodimensionnel. 

L'enonce obtenu porte sur un ouvert dense de I'espace des diffeomorphismes conservatifs. 

Theoreme. Tout diffeomorphisme conservatif peut etre approche dans Diff^(M) par un diffeo- 
morphisme hyperbolique ou par un diffeomorphisme ayant un cycle heterodimensionnel robuste. 

0.3.b La conjecture faible de Palis. On connait depuis Poincare |1321I133| et Birkhoff [21] 
I'importance du role joue par les intersections homoclines transverses, i.e. par les points d'inter- 
section transverses entre les varietes stables et instables d'une orbite periodique. Cette propriete 
- tres simple - est a I'origine d'une dynamique complexe. 

Smale a construit [169] un modele geometrique, son celebre fer a cheval, qui decrit la dy- 
namique pres d'une telle orbite. On trouve des ensembles hyperboliques dont une puissance est 
conjuguee au decalage sur I'ensemble de Cantor {0, 1}^. II y a alors une infinite d'orbite perio- 
diques et I'entropie topologique de la dynamique est strictement positive. Remarquons egalement 
que I'existence d'une intersection homocline transverse est une propriete ouverte. 

A I'oppose, Smale a introduit des dynamiques tres simples : les diffeomorphismes Morse- 
Smale. Ce sont des diffeomorphismes hyperboliques pour lesquels chaque piece basique est reduite 
a une orbite periodique. Les autres orbites s'accumulent dans le passe et dans le futur sur deux 
orbites periodiques distinctes. En particulier, ces dynamiques sont stables (elles forment done un 
ouvert) et leur entropie topologique est nulle. 

Palis a conjecture (en toute classe de differentiabilite ,k >\) que ces deux comportements 
forment une partie dense de I'espace des diffeomorphismes. Cette seconde conjecture de Palis est 
impliquee par la premiere et est done verifiee en dimension 2 d'apres les resultats de Pujals et 
Sambarino. Elle a ensuite ete demontree en dimension 3 par Bonatti, Can et Wen. J'ai obtenu 
une demonstration dans le cas general. 

Theoreme. Tout diffeomorphisme peut etre approche dans Diff^(M) par un diffeomorphisme 
Morse-Smale ou par un diffeomorphisme ayant une intersection homocline transverse. 
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Bien que la preuve fasse appel aux techniques de genericite, la conclusion decrit a nouveau 
une partie ouverte et dense de I'espace des diffeomorphismes. Sur cet ouvert, il y a done une 
dichotomic parfaite entre les dynamiques "simples" et "compliquees". 

La demonstration se ramene a I'etude d'ensembles dont le defaut d'hyperbolicite est concentre 
sur un fibre lineaire invariant de dimension 1. Aucun vecteur de ce fibre n'est contracte ni dilate 
par les iteres de I'application tangente. Les techniques habituelles de dynamiques differentiables 
reliees a I'existence d'exposants de Lyapunov non nuls ne s'appliquent done pas et nous les avons 
remplacees par I'etude d'objets de nature plus topologique : les modeles centraux. 

Dans le cas conservatif, on s'attendrait a ce que pour un ouvert dense de diffeomorphismes, 
il existe une orbite periodique hyperbolique ayant une intersection homocline transverse. En 
topologie C^, c'est une consequence du theoreme etabli avec Arnaud et Bonatti enonce ci-dessus. 
En regularite plus grande, des resultats partiels existent sur les surfaces : Zehnder a montre |192| 
que tout point elliptique est approche par un point periodique hyperbolique ayant une intersection 
homocline transverse. Plus generalement, les diffeomorphismes ayant une intersection homocline 
transverse sont denses dans presque toute classe d'homotopie de diffeomorphisme conservatif C, 
r > 1, voir [TM M [TTTl [TT2] . 

0.3.C Hyperbolicite partielle. Une approche possible pour montrer la conjecture de Palis 
consiste a etudier les diffeomorphismes generiques qui ne sont pas approches par des tangence 
homoclines ou par des cycles heterodimensionnels. II s'agit alors de montrer que chaque classe 
de recurrence par chaines est un ensemble hyperbolique. 

Nous avons obtenu un resultat dans cette direction : chaque classe de recurrence par chaines 
A verifie une propriete d'hyperbolicite partielle. Plus precisement, il existe une decomposition 
T\M = E^QjE'^QE'^ du fibre tangent unitaire. E^ et E^ sont uniformement contractes et dilates. 
La partie centrale E^ est moins contractee ou dilatee que les fibres extremes E^,E'^. De plus, 
sa dimension est au plus egale a 2 (lorsqu'elle est de dimension 2, elle se decompose a nouveau 
en deux fibres E"^ = E^® £'2 de dimension 1). Un tel diffeomorphisme est appele dans ce cadre 
diffeomorphisme partiellement hyperbolique. 

J'ai demontre que les diffeomorphismes loin des bifurcations homoclines peuvent etre appro- 
ches par des diffeomorphismes partiellement hyperboliques. Wen avait obtenu precedemment une 
version locale de ce resultat en s'appuyant sur le lemme de selection de Liao. 

Theoreme. Tout diffeomorphisme peut etre approche dans Diff^(M) par un diffeomorphisme 
partiellement hyperbolique ou par un diffeomorphisme ayant une tangence homocline ou un cycle 
heterodimensionnel. 

Pour achever la demonstration de la conjecture de Palis, il faudrait montrer que pour ces dif- 
feomorphismes partiellement hyperboliques, les fibres centraux de dimension 1 sont uniformement 
contractes ou dilates. C'est ce qu'ont reussi Pujals et Sambarino dans le cas des diffeomorphismes 
de surface. Dans le cas de fibres centraux extremes (i.e. lorsque E^ ou E"^ est degenere) leur ar- 
gument se generalise (le cas on E^ est de dimension 1 a ete traite par Pujals et Sambarino ; j'ai 
traite le cas dim(£"^) = 2 avec E. Pujals). 

Addendum. Les diffeomorphismes partiellement hyperboliques du theoreme precedent peuvent 
etre choisis pour satisfaire la propriete additionnelle suivante : pour chaque classe de recurrence 
par chaines qui n'est pas un puits ou une source, les fibres extremes E^ , E"^ sont non degeneres. 
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0.3.d Hyperbolicite essentielle. II peut etre plus facile d'etudier I'hyperbolicite des par- 
ties attractives de la dynamique. En dimension 3, Pujals a etabli sous certaines hypotheses que 
tout diffeomorphisme ayant un attracteur non hyperbolique peut etre approche par un diffeo- 
morphisme ayant une tangence homocline ou un cycle heterodimensionnel. 

Un diffeomorphisme / est essentiellement hyperbolique si / et possedent un nombre fini 
d'attracteurs hyperboliques dont I'union des bassins est dense dans M. De fagon equivalente, 
en restriction a un ouvert dense de M on ne distingue pas la dynamique de / de celle d'un 
diffeomorphisme hyperbolique. 

Le resultat suivant a ete obtenu en collaboration avec E. Pujals. 

Theoreme. Tout diffeomorphisme peut etre approche dans Diff^(M) par un diffeomorphisme 
essentiellement hyperbolique ou par un diffeomorphisme ayant une tangence homocline ou un 
cycle heterodimensionnel. 

0.3 Structure de I'espace des dynamiques 

La decomposition de la dynamique generique a permis la formulation de nombreuses ques- 
tions, presentees dans ce texte (voir aussi I'expose de Bonatti [22]). Une des directions de re- 
cherches actuelles consiste a structurer I'espace des diffeomorphismes et a classifier les divers 
types de comportements de la dynamique. Une telle approche avait deja ete proposee par Smale 

[EHiiini]. 

0.4. a Phenomenes et mecanismes. Les enonces presentes dans les paragraphes prece- 
dents ont un objectif commun que Ton peut formuler de la fagon suivante. 

Probleme (Pujals). Structurer I'espace des diffeomorphismes en phenomenes et mecanismes. 

Plus precisement, ces enonces fournissent deux ouverts disjoints Up., Um d 'union dense dans 
I'espace des diffeomorphismes et caracterisant deux types de dynamiques tres differents. 

- lAp est I'ouvert associe a un phenomene : pour tout diffeomorphisme appartenant a une par- 
tie (G^ parfois ouverte) dense de Up, il existe une description globale de la dynamique (dy- 
namique Morse-Smale, hyperbolicite, hyperbolicite partielle, hyperbolicite essentielle,...) 

- Um est I'ouvert associe a un mecanisme : pour tout diffeomorphisme appartenant a une 
partie dense de Um, il existe une configuration semi-locale de la dynamique (une bifurcation) 
qui est a la fois tres simple (par exemple elle se lit sur les orbites periodiques, elle peut etre 
detectee numeriquement), qui engendre des changements importants sur les dynamiques 
voisines (par exemple I'apparition d'un grand nombre d'orbites periodiques) et qui est une 
obstruction au phenomene associe a Up. 

0.4.b Complexite des dynamiques generiques. Les resultats recents sur la dynamique 
generique permettent d'imaginer une fagon de structurer I'espace des diffeomorphismes. Deux 
conjectures, impliquant toutes deux celle de Palis, resument I'essentiel des scenarios envisages 
pas les auteurs du sujet (voir [22] pour un expose detaille de differentes conjectures). 

La premiere constate que les seuls mecanismes connus engendrant une infinite de classes 
distinctes sont liees a I'existence de tangences homoclines (c'est le cas du phenomene de Newhouse 
pour lequel il existe une infinite de puits et de sources). 
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Conjecture de finitude (Bonatti). Les diffeomorphismes loin des tangences homocUnes dans 
Diff^(Af) n'ont qu'un nombre fini de classes de recurrence par chaines. 

La seconde implique egalement la conjecture de Smale et est propre a la regularite . Pour 
cette topologie, les methodes pour obtenir un ensemble localement dense de diffeomorphismes 
presentant une tangence homocline font toutes intervenir des cycles heterodimensionnels. 

Conjecture d'hyperbolicite (Bonatti-Diaz). Tout dijfeomorphisme de Diff^(M) peut etre ap- 
proche par un diffeomorphisme hyperbolique ou par un dijfeomorphisme ayant un cycle heterodi- 
mensionnel robuste. 

Bonatti propose de decomposer I'espace des diffeomorphismes selon les criteres suivants : 

- existence de tangences homoclines (dynamique critique), 

- existence de cycle heterodimensionnel (dynamique heterodimensionnelle) , 

- nombre fini ou infini de classes de recurrence par chaines (dynamique moderee ou sauvage). 

Par ailleurs, Bonatti et Diaz ont montre I'existence de dynamiques sauvages ayant une propriete 
remarquable : en renormalisant la dynamique contenue dans des disques periodiques, on obtient 
une famille de diffeomorphismes dense dans I'espace des diffeomorphismes du disque preservant 
I'orientation. Une telle dynamique est qualifiee d'universelle. 

Si les deux conjectures precedentes sont verifiees, I'espace des diffeomorphismes est alors 
structure en regions de complexity croissante : dynamique hyperbolique, moderee non critique, 
moderee critique, sauvage, dynamique universelle (voir la figure [2]). Des exemples de dynamique 
pour chaque region seront donnes en sections 11.61 15.101 17.91 et 18.61 
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universelles 



sauvages 
(critiques + heterodimensionnelles) 



moderees critiques 
(critiques + heterodimensionnelles) 

moderees heterodimensionnelles 
(non critiques) 




Fig. 2 - Structure de I'espace des diffeomorphismes. 



Notations 



K,{X) est I'espace (compact) des parties compactes d'un espace metrique compact X, muni de 
la distance de Hausdorff : 

dH{K,K') = sup d{x,x'). 

x&K,x'&K' 

(Lorsque K est vide et K' non vide, on pose dH{K,K') = Diam(X).) 

M designera en general une variete differentiable compacte sans bord munie d'une metrique 
riemannienne. 

Int(^) est I'interieur d'une partie A C M . 

Diff^(M), pour A; > 0, est I'espace des diffeomorphismes / de classe de M, muni de la 
topologie . (C'est un espace metrique complet, done un espace de Baire.) 

Vei{f), Q{f),TZ{f) representent I'ensemble des points periodiques, I'ensemble non-errant et I'en- 
semble recurrent par chaines du diffeomorpliisme / de M. 

W^{x),pW'^{x) sont les ensembles stable et stable par chaines du point x. 

X ~< y et X -\ y sont des relations dynamiques introduites au chapitre [H 

Les mesures d'un espace compact metrique X seront toujours des mesures boreliennes. Leur 
ensemble est muni de la topologie faible (rendant continues les evaluations sur les fonctions 
continues X ^ M). 

T et C designent I'ensemble des diffeomorphismes d'une variete ayant une tangence homocline 
ou un cycle heterodimensionnel. 
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Chapitre 1 

Decomposition de la dynamique 



Ce chapitre introduit les notations et les definitions que nous utiliserons dans la suite du 
texte. Nous nous plagons sur une variete differentiable compacte sans bord M de dimension d. 

Nous presentons tout d'abord des notions de recurrence qui permettent d'analyser les syste- 
mes dynamiques topologiques : la recurrence au sens des pseudo-orbites donne lieu au "theoreme 
fondamental de la dynamique" de Conley. Nous travaillons ensuite avec des diffeomorphismes et 
nous rappelons la notion d'ensemble hyperbolique. Nous renvoyons a [^31 11631 11081 11901 [69] pour 
des exposes detailles des proprietes des dynamiques hyperboliques (stabilite, pistage,...) Nous 
definissons finalement ce qui sera pour nous un diffeomorphisme hyperbolique. 



1.1 Recurrence : transitivite faible, transitivite par chaines 

Soit / un diffeomorphisme d'une variete differentiable compacte sans bord M munie d'une me- 
trique riemanniennqj. 



Ensembles faiblement transitifs. Un compact invariant K est transitif si pour tons ouverts 
U,V C M rencontrant K, il existe z & U H K ayant un itere positif /""(z), n > 1, dans V. 

Plus generalement, K est faiblement transitif si, pour tous ouverts U,V C M rencontrant K 
et tout voisinage W de K, la propriete suivante est satisfaite. 

(-<) // existe un segment d'orbite {z, f{z), . . . , /"(z)} C W tel que z G U et f^^z) G V . 

Si K <^ M est un ensemble ferme, nous noterons x -<k y si pour tous voisinages U de x^V de y 
et W de K, la propriete {■<) a lieu. Nous ecrirons x <y pour x -<m y- Ces relations sont fermees 
mais ne sont en general pas transitives. 

ensemble non-errant, est I'ensemble des points de M dont tout voisinage U intersecte 

I'un de ses iteres f^{U), n > 1, c'est-a-dire I'ensemble des points x satisfaisant x ^ x. C'est un 
ferme invariant qui contient les ensembles faiblement transitifs. En particulier, il contient tous 
les points periodiques de /. Remarquons que la dynamique induite par / sur i^{f) pent avoir 
des points errants. 

^Jusqu'en section FOl il suffirait de considerer un homeomorphisme d'un espace metrique compact. 



21 



22 



CHAPITRE 1. DECOMPOSITION DE LA DYNAMIQUE 



Ensembles transitifs par chaines. Nous introduisons une notion de recurrence plus grossiere 
mais qui n'a pas les defauts de la precedente. 

Soit e > 0. Les e-pseudo-orbites de / sont les suites {xn)n£i de M telles que la distance 
d{f{xn), a^n+i) est strictement inferieure a e pour tout n € Z tel que n,n + l appartiennent a I. 

Un ensemble K C M est transitif par chaines si pour tous x,y £ K et tout e > la propriete 
suivante a lieu. 

(H) // existe une e-pseudo-orbite {xq, . . . ,Xn} C K telle que n > 1, xq = x et Xn = y. 

Si K C M est un ensemble ferme, nous noterons x -\k y si la propriete (H) a lieu. Nous 
ecrirons x -\ y pour x -\m V- Ces relations sont fermees et transitives. De plus x -<k y implique 
X -^K V- Par consequent les ensembles faiblement transitifs sont aussi transitifs par chaines. 

On peut etendre la relation H aux ensembles transitifs par chaines : on a, K -\ K' s'il existe 
X G K et x' £ K' tels que x H x' . 

Un point est recurrent par chaines si, pour tout e > 0, il appartient a une e-pseudo-orbite 
periodique, c'est a dire si x -\ x. L'ensemble recurrent par chaines TZ{f) est I'ensemble des 
points recurrents par chaines. C'est un done ferme invariant, contenant l'ensemble non-errant. 
En restriction a 7^(/), la dynamique de / ne possede que des points recurrents par chaines. 

Les classes de recurrence par chaines sont les classes d'equivalence de la relation symetrisee 
"x H y et y H x". Elles sont fermees et elles coincident avec les ensembles transitifs par chaines 
maximaux. L'ensemble recurrent par chaines est naturellement partitionne par les classes de 
recurrence par chaines, par consequent l'ensemble recurrent par chaines coincide avec I'union des 
ensembles transitifs par chaines. 

1.2 Theoreme "fondamental" de la dynamique, filtrations 

Conley a demontre ce resultat tres general (voir [471 1158| ). 

Theoreme 1.1 (Conley). Soit f un homeomorphisme d'un espace compact metrique M . II existe 
une fonction continue h: M — > M ayant les proprietes suivantes : 

- h decroit le long des orbites de f et decroit strictement le long des orbites de f contenues 
dans M \ n{f) ; 

- I 'image de TZ{f) par h est totalement discontinue ; 

- h prend des valeurs distinctes sur des classes de recurrence par chaines distinctes. 

Un ouvert U de M est attractif si f{U) est contenu dans U. Une fonction de Lyapuno^H h 
donnee par le theoreme de Conley permet de montrer de nouvelles proprietes. 

- Pour tout point x ^ 7^(/), il existe un ouvert attractif U tel que x appartient kU\ f{U) : 
l'ensemble recurrent par chaines est done la notion de recurrence raisonnable la plus faible. 

- Pour tout ensemble fini S de classes de recurrence par chaines, il existe une suite emboitee 
d'ouverts attractifs M = Uq D Ui D U2 D ■ ■ ■ D Uk = ^, tels que Ui \ Ui+i contienne un 
element de S et un seul pour chaque entier < i < k. 

Une suite emboitee d'ouverts attractifs est appelee filtration de /. 



^Nous renvoyons a |19| pour une discussion plus detaillee des decomposition de la dynamique par fonctions de 
Lyapunov. 
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1.3 Ensemble stable par chaines, quasi-attracteurs 








Par analogic, on introduit V ensemble stable par chaines d'un point x G ^(/) ou d'une classe 
de recurrence par chaines de / : c'est rensemble des points y G M tels que pour tout e > 
il existe des e-pseudo-orbite (?/o, • • • ,yn) et (xq, • • • ,Xn) telles que yQ = y, xq = x et x„ = 
On le note pW^{x). (Le "p" signifie "au sens des pseudo-orbites"). On definit symetriquement 
Vensemble instable W'^{x) et Vensemble instable par chaines pW^{x). 

Les classes de recurrence par chaines sont partiellement ordonnees par la relation H. Un 
quasi- attracteur (on parle aussi parfois d"'attracteur faible") est une classe de recurrence par 
chaines qui est minimale pour I'ordre H, ou de fagon equivalente qui coincide avec son ensemble 
instable par chaines. II existe toujours au moins un quasi-attracteur (ce qui n'est pas le cas des 
attracteurs). 

Si K est une classe de recurrence par chaines, pour tout e > 0, I'ensemble des points que 
Ton pent atteindre depuis K par e-pseudo-orbites est un voisinage attractif de K . Ceci montre 
la proposition suivante. 

Proposition 1.2. Une classe de recurrence par chaines est un quasi-attracteur si et seulement 
si elle possede une base de voisinages ouverts attractifs. 

Ces notions sont proches de la stabilite au sens de Lyapunov. On dit qu'un ensemble invariant 
K est stable au sens de Lyapunov s'il admet une base de voisinages U positivement invariants, 
i.e. satisfaisant f{U) C U. Un quasi-attracteur est une classe de recurrence par chaines stable au 
sens de Lyapunov, mais la reciproque est fausse en general. 

1.4 Hyperbolicite 

Un ensemble K invariant par / est hyperbolique s'il existe une decomposition TkM = E^(BE^ 
du fibre tangent au-dessus de K en deux sous-fibres lineaires invariants par I'application tangente 



La dimension du fibre stable est appelee indice de 

Plus generalement, un ensemble compact invariant est dit hyperbolique (a indice variable) s'il 
admet une partition en ensembles hyperboliques. 

L'ensemble stable W'^{x) (resp. instable W'^{x)) d'un point x appartenant a un ensemble 
hyperbolique est une sous-variete injectivement immergee de M, tangente a E^{x) (resp. E^{x)). 

Une orbite periodique hyperbolique est un puits (resp. une source ) si son ensemble stable 
(resp. instable) contient un voisinage de I'orbite. Dans les autre cas, on dit que I'orbite periodique 
hyperbolique est une selle. 

^ Nous pouvons bien sur remplacer e par n'importe quelle constante strictement superieure a 1, mais nous 
avons fait ce choix par coherence avec la definition de I'exposant de Lyapunov (section IS.Sp . 
^Certains auteurs appellent au contraire indice la dimension du fibre instable. 




-N 



1 

e 



(1.4.1) 
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1.5 Classes homoclines 

Deux orbites periodiques hyperboliques Oi,02 sont dites homodiniquement reliee^ si la 
variete stable de Oj coupe transversalement la variete instable de Oj pour = (1,2) et 

= (2, 1). En particulier, leur indices coincident. 

La dasse homodine H{0) d'une orbite periodique hyperbolique est I'adherence de I'ensemble 
des points d'intersection transverse entre les varietes stables et instables de O. En utilisant le 
lemme d'inclinaison (le "A-lemma", voir |108l proposition 2.5]) et le theoreme homocline de Smale 
(voir [1081 theoreme 2.3]), Newhouse a montre |105| que c'est aussi I'adherence de I'ensemble des 
orbites periodiques hyperboliques homodiniquement reliees a O. La classe homocline H{0) est 
dite triviale lorsqu'elle est reduite a O. 

Remarquons que les classes homoclines de deux orbites periodiques hyperboliques distinctes 
peuvent s'intersecter sans coincider. Chaque classe homocline H{0) est un ensemble compact 
invariant transitif. Plus precisement, il existe toujours au moins une mesure de probabilite inva- 
riante ergodique dont le support coincide avec H{0) (voir [H theoreme 3.1]). 

1.6 DifFeomorphismes hyperboliques 

Un diffeomorphisme satisfait Vaxiome A si I'ensemble non-errant $!(/) est hyperbolique et 
coincide avec I'adherence 'Per(/) des points periodiques de /. D'apres, le theoreme de decompo- 
sition spectrale de Smale, il existe une decomposition disjointe 

0(/) = U • • • U 

en ensembles hyperboliques compacts transitifs localement maximau^l^l, appeles ensembles basi- 
ques de f. Chaque ensemble Ki est une classe homocline et reciproquement toute classe homocline 
de / est un ensemble basique. 

Un diffeomorphisme qui satisfait I'axiome A possede un cyde s'il existe une suite d'ensembles 
basiques Ki-^, . . . , Ki^ tels que W"^{Ki.) et W^{Ki^) se rencontrent hors de 0,{f) lorsque j G 
{1, . . . , r — 1}, £ = j + 1 et lorsque (j, i) = (r, 1). Lorsque / n'a pas de cycle, ^2(/) = T^if) et les 
ensembles basiques sont aussi les classes de recurrence par chaines de /. 

Reciproquement, on montre facilement a I'aide du lemme de pistage qu'un diffeomorphisme 
dont I'ensemble recurrent par chaines est hyperbolique verifie I'axiome A et n'a pas de cycle. 
Ceci justifie la definition suivantelll 

Definition 1.3. Un diffeomorphisme / € Diff^(M) est hyperbolique si Tl{f) est hyperbolique, 
ou de fagon equivalente s'il satisfait I'axiome A et n'a pas de cycle. 

Puisque I'ensemble recurrent par chaines varie semi-continument superieurement avec /, les 
diffeomorphismes hyperboliques forment une partie ouverte de Diff^(M). 

Exemples 1.4. 1. Un diffeomorphisme hyperbolique pour lequel TZ{f) coincide avec M est un 
diffeomorphisme dAnosov. C'est le cas du diffeomorphisme du tore = M^/Z^ induit par 

Paction de I'automorphisme lineaire 



'On devrait dire transversalement homodiniquement reliees. 

^Ki est localement maximal s'il possede un voisinage U tel que Ki — nngz/"(!7). 

'^Cette definition n'est pas standard. On lit en general "diffeomorphisme axiome A sans cycle". 
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2. Le temps 1 du flot associe au champ de gradient d'une fonction de Morse /i: M — > M est 
un diffeomorphisme hyperbolique : les ensembles basiques sont les points critiques de h. 
Lorsque toutes les valeurs critiques de h sont simples, —h est une fonction de Lyapunov au 
sens du theoreme 11.11 de Conley. La figure 11.11 montre une filtration associee. 




Fig. 1.1 - Filtration pour le temps 1 du flot associe au gradient d'une fonction de Morse. 

Smale a donne |166| une generalisation de I'exemple precedent. 

Definition 1.5. Un diffeomorphisme / G Diff^(M) est Morse-Smale si Tl{f) est fini, hyperbo- 
lique et si pour tons points x,y £ Tl{f), I'intersection W^{x) n W'^{y) est transverse : pour tout 
point z dans I'intersection, T^M = T^W%x) + T^Wiy). 

L'ensemble des diffeomorphismes Morse-Smale est ouvert |122| . 
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Chapitre 2 

Techniques de perturbations, genericite 



Afin d'obtenir des proprietes satisfaites par des ensembles denses de diffeomorphismes, il est 
naturel de s'interesser aux proprietes des diffeomorphismes generiques. La difficulte pour montrer 
qu'une propriete est generique reste bien souvent la densite : elle requiert de savoir perturber 
dans DifF^(M). 

Nous introduisons dans ce chapitre une technique de perturbation d'orbites en topologie C^, 
due a Pugh. Elle permet d'obtenir par un argument combinatoire (que nous pensons plus simple 
que I'argument initial de Pugh [1361 1143] ) le lemme de fermeture de Pugh (le "closing lemma"). 
Elle permet egalement d'obtenir les autres resultats de connexion d'orbites, en particulier le 
lemme de connexion d'Hayashi (le "connecting lemma") presente en fin de chapitre. 

Le lemme de fermeture est particulierement important puisqu'il assure I'existence d'orbites 
periodiques pour les diffeomorphismes C^-generiques : un grand nombre de proprietes dyna- 
miques s'enoncent ou se demontrent en s'appuyant sur les orbites periodiques. 

2.1 Notions de genericite, de robustesse 

Un ensemble de diffeomorphismes est -generique, pour r > 0, s'il contient un Gs dense de 
Diff''(M). Une propriete est C'-generique si elle est satisfaite par un ensemble C-generique. 

Puisque Diff''(M) est un espace de Baire, une intersection denombrable de parties 
generiques est encore C^'-generique. 

Un diffeomorphisme / € Diff''(M) verifie une propriete de fagon robuste si cette propriete 
est satisfaite par tous les diffeomorphismes proches de /. 

2.2 Mise en transversalite : diffeomorphismes de Kupka-Smale 

L'une des premieres proprietes de genericite a ete montree par Kupka et Smale [83], I168| . 
En appliquant le theoreme de transversalite de Thom (disponible en regularite C^, k > 1), on 
pent perturber tout diffeomorphisme pour supprimer les points fixes non hyperboliques. Plus 
generalement, on obtient le theoreme suivant (voir |119| ). 

Theoreme 2.1 (Kupka-Smale). Chaque espace Diff*^(M), > 1 contient un Gs dense forme de 
diffeomorphismes verifiant les deux proprietes suivantes. 
- Toutes les orbites periodiques de f sont hyperboliques. 
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- Pour tous points periodiques p,q de f, les varietes stables W^{p) et instables W^{q) sont 
transverses, i.e. T^W'ip) + T-.Wiq) = T^M pour tout x £ W%p) n 

Un diffeomorphisme verifiant ces deux proprietes est appele diffeomorphisme Kupka-Smale. 
En particulier pour tout > 1, Tensemble de ses points periodiques de periode inferieure a 
est fini. 

2.3 Perturbation ponctuelle de la differentielle : le lemme de 
Franks 

Voici un resultat elementaire, souvent utilise pour modifier la differentielle d'un diffeomor- 
phisme le long d'une orbite periodique, sans changer I'orbite. 

Theoreme 2.2 (Lemme de Franks [57]). Pour tout voisinage U de f e Diff^(M), il existe e > 
avec la propriete suivante. 

Pour tout point p G M et toute application lineaire A: TpM — > T^i^p-^M telle que \\Dpf — A\\ < 
e, il existe un diffeomorphisme g gU tel que : 

- f et g coincident en p et hors d'un voisinage arbitrairement petit de p ; 

- Dpg = A. 

Ce resultat permet de rendre hyperbolique une orbite periodique par petite perturbation C^. 
Avec le meme argument, on pent aussi "lineariser" un diffeomorphisme au voisinage d'un point, 
c'est-a-dire fixer une metrique riemannienne et demander que g coincide au voisinage de p avec 
I'application expj^p) oA o exp~^. Ce resultat est bien silr propre a la topologie C^. 

2.4 Modification elementaire d'une orbite 

On souhaite frequemment modifier une orbite d'un diffeomorphisme /. Dans les cas les plus 
simples, on considere deux points proches x,y G M, et Ton cherche un diffeomorphisme g proche 
de / pour lequel I'image de x n'est plus f{x) mais /(y). On controle la taille du support a I'aide 
du lemme elementaire suivant (voir |14|). 

Lemme 2.3 (Perturbation elementaire). Pour tout voisinage lA d'un diffeomorphisme f G 
Diff"'^(M), il existe 9 > 1 et ro > verifiant la propriete suivante : pour tous points x,y G M, 
contenus dans une boule B{z,r) de raynon r < rg, il existe g £ lA envoyant x sur f{y) et 
coincidant avec f hors de la boule B{z,9.r). 

Pourquoi travailler en topologie ? Une telle perturbation s'obtiendrait tres facilement en to- 
pologie avec un support localise autour d'un chemin quelconque joignant x ky. Les regularites 
superieures font apparaitre des contraintes sur la taille du support de perturbation. 

En topologie C^, si Ton cherche une perturbation g de I'identite verifiant g{x) = y et \\Dg — 
Id II < e, pour tout point z = g{z) on obtient : 

l|y - ^11 = \\{9{x) -x) - {g{z) - z)\\ < e.\\x - z\\. 

Le support de la perturbation contient done une boule de rayon .d{x,y). Le lemme [2^ nous 
montre en revanche que la taille du support ne degenere pas aux petites echelles : I'uniformite 
de 9 par rapport au couple (x, y) sera essentielle pour les utilisations futures. 
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En topologie superieure, on perd cette uniformite. Ceci explique pourquoi les demonstrations 
des enonces perturbatifs que nous presentons dans les sections suivantes sont specifiques a la 
topologie C^, ainsi que les difficultes que Ton a a perturber en regularite , k > 2. 

Quelle est la difficulte a travailler en topologie ? La constante 6 dans le lemme 12.31 explose 
lorsque le voisinage U decroit. Ceci constitue la principale difficulte des perturbations en topologie 
C^. Si Ton suppose par exemple que x est un itere futur de y, on pent esperer utiliser le lemme [231 
pour fermer I'orbite de x. Cette idee simple ne fonctionne pas en general puisque le support risque 
de contenir un itere futur de y anterieur a x et la perturbation risque de briser la connexion entre 
y et X. On voit ainsi I'interet de travailler avec des perturbation de support aussi petit que 
possible. 

2.5 Modification progressive d'une orbite : le lemme de Pugh 

Pugh a elabore une technique de perturbation en topologie qui permet de supposer la 
constante 9 du lemme [2?3l petite, quelle que soit la taille des perturbations. L'idee est de repartir 
la perturbation dans le temps : le diffeomorphisme / pent etre perturbe successivement dans 
des domaines U, f{U), . . . , f'^~^{U) disjoints. Puisque Ton travaille desormais avec de grands 
iteres de la dynamique, le domaine U supportant la perturbation subit une deformation et ce 
sont maintenant des ellipsoides qui jouent le role des boules apparaissant au lemme 12.31 II sera 
plus commode par la suite de travailler avec des parallelepipedes. On introduit done la definition 
suivante. 

Definition 2.4. Si 1^ — > M*^ est une carte de M, nous appelons cube de ip tout ensemble 
C C y tel que (p{C) soit I'image d'un cube [—a, a]'^ par une translation de ; la quantite a > 
est le rayon du cube. Si le cube homothetique a ip{C) de rayon (1 + e).a et de meme centre est 
encore contenu dans ^{C), nous noterons (1 +e).C sa pre-image par (p. 

Voici I'enonce fondamental permettant les modifications d'orbites en topologie C^. 

Theoreme 2.5 (Lemme de perturbation, Pugh). Pour tout voisinage U de f e Difr^(M) et 
tous e,r] > 0, il existe un entier N > 1 et, en tout point p € M, une carte ip: V ^ M'^ avec la 
propriete suivante. 

Pour tout cube (1 + e).C de p, disjoint de ses N — 1-premiers iteres, et tous points x,y C, 
il existe g GU verifiant : 

-5^(^) = r(y); 

- g coincide avec f hors de I'union des f^{{1 + e)-C) avec < k < N ; 

- pour tout < k < N , le point g'^ix) appartient a f^{{l + |)-C) ; 

- g et f coincident sur /'^'((l + e)-C) pour < k < N hors d'une boule centree en g^{x) 
et de rayon inferieur a rj fois la distance entre /^((l + ^)-C) et le complementaire de 
f{{l + e).C). 

Remarque 2.6. La perturbation g de f est obtenue en composant des perturbations elementaires 
(au sens du lemme [2?3]) centree aux differents points g^{x), k = 0, . . . , N — 1. 

C'est essentiellement cet enonce que Ton retrouve dans les differents travaux traitant du 
"lemme de fermeture" de Pugh (voir [1361 11381 [86l lOTl I143j ). La version que nous donnons ici 
est legerement plus uniforme (en particulier N ne depend pas du point p) et correspond a 
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[231 theoreme A. 2] (voir aussi |181| ). Pour la demonstration, il suffit de travailler avec la suite 
d'applications lineaires Dpf^: TpM Tjk(^p^M, A; > 0. En effet, le support de la carte (p est 
choisi tres petit de sorte que les premiers iteres de / sur V sont proches d'une suite d'applications 
lineaires. La preuve initiale de Pugli a ete simplifiee par Mai [92] (voir aussi [H])- Nous renvoyons 
a [185] pour une demonstration digeste de ce theoreme. 



2.6 Fermeture d'orbites : le "closing lemma" 

Nous pouvons deduire du theoreme 12.51 le celebre "closing lemma" de Pugh. 

Theoreme 2.7 (Lemme de fermeture, Pugh). Pour tout voisinage U de f e Diffi(M) et tout 
p € 0(/), il existe g pour lequel p est un point periodique. 

A notre connaissance, il n'y a pas dans la litterature de demonstration directe du theoreme 
de Pugh a I'aide du lemme de perturbation (par exemple, la demonstration de |143| requiert de 
modifier la geometric des cubes de perturbation). Nous en proposons une, de nature combinatoire. 

Demonstration. Fixons e > tel que (f + e)^ < |, = 3'^, oii d est la dimension de la variete. 
La constante r] ne jouera pas de role et sera prise egale a ^. Considerons un entier > 1 et une 
carte (p: V axi voisinage de p, donnes par le theoreme 12.51 applique a un voisinage Uq de / 

plus petit que U. Nous pouvons supposer que p n'est pas periodique et done que V est disjoint 
de ses A^ — f premiers iteres. 

Puisque p est non-errant, il existe deux points xq, yo proches de p tels que xq soit un itere futur 
de uq. Nous considerons deux cubes Cq et Cq = \-Cq de tels que Co contienne xq et uq. Soit 
V I'ensemble (fini) des iteres intermediaires entre xq et yo contenus dans V . Nous construisons 

- des paires {xk,yk) de points de V tels que x^ est un itere futur de y^, 

- des cubes de tp tels que le cube Ck = \-Ck contienne Xk et y^, 
de sorte que Ck soit contenu dans Ck-i et de rayon moitie. 

La construction se fait par recurrence (voir la figure [2?T]) . Puisque V est fini, elle s'arrete en 
temps fini. Nous allons voir que I'arret correspond a I'existence de points x, y G Co fl P et d'un 





Fig. 2.1 - Construction des cubes Ck- 
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cube C de if tels que : 

1. X = f*(y) pour un entier t > 1; 

2. x,y appartiennent a C = ^.C ; 

3. les iteres intermediaires f^{y), < s < t n'appartiennent pas a (1 + e).C. 

Le theoreme 12.51 permet alors de trouver un diffeomorphisme go € Uq tel que x est periodique. 
Puisque x est arbitrairement proche de p, il existe g conjugue a tel que p est periodique. 

II reste a expliquer comment construire {xk+i,yk+i,Ck+i) a partir de {xk,yk,Ck)- Le triplet 
T(0) = {xk,yk,Ck) verifie les proprietes [T] et [2l S'il ne verifie pas [3l il existe un itere z{l) 
intermediaire entre Xk et yk qui appartient a (1 + e).Ck- Le triplet T(l) = (xfc, z{l), (1 + e).^^) 
verifie alors les proprietes [1] et [2j On pent repeter la construction tant que I'on ne parvient pas a 
satisfaire aux trois proprietes. On obtient ainsi une suite de triplets T(j) = {xk,z{j), {1 + ey .Ck) 
pour < j < L. Puisque (1 + e)^ < |, les points z{j) appartiennent tons a f.Cfc. Le cube |Cfc 
est reunion de 3"^ cubes de rayon moitie du rayon de Ck- Puisque L = 3*^, il existe done deux 
points z{j) et z{j') qui sont contenus dans un meme de ces cubes, note Ck+i- Nous notons Xk+i 
et yk+i ces points et posons Ck+i = 2Ck+i. □ 



2.7 Exemple de demonstration de genericite : le theoreme de den- 
site de Pugh 

Nous montrons a present comment deduire un resultat de genericite (ici le theoreme de densite 
de Pugh [137] ) d'un enonce perturbatif. 

Corollaire 2.8 (Pugh). // existe un Gs dense Q de Diff^(M) tel que Vensemhle des points 
periodiques de tout diffeomorphisme f £ Q est dense dans Vensemhle non-errant ^{f). 

La demonstration utilise la propriete classique suivante des espaces de Baire (voir |84|). 

Proposition 2.9. Soit B un espace de Baire, X un espace compact metrique et h: B ^ ^{X) 
une application semi-continue inferieurement ou semi-continue superieurement, d valeur dans 
I'espace des sous-ensembles compacts de X, muni de la topologie de Hausdorff. Alors, Vensemhle 
des points de continuity de h contient un Gs dense de B. 
En d'autres termes, 

- si pour tout ouvert U de X, Vensemhle {b G B, h{b) fl f7 7^ 0} est ouvert, alors pour tout 
bo dans un Gs dense de B et pour tout voisinage U de /i(6o), Vensemhle {b G B, h{b) C U} 
est un voisinage de b^ ; 

- si pour tout ouvert U de X, Vensemhle {b G B, h{b) C U} est ouvert, alors pour tout bo 
dans un Gs dense de B et pour tout voisinage U de h{bo), Vensemhle {b G B, h{b) flC/ 7^ 0} 
est un voisinage de b^. 

Demonstration du corollaire \2.^ Soit Qq C Diff^(M) un dense de diffeomorphismes dont les 
points periodiques sont tons hyperboliques (donne par le theoreme l2.1l de Kupka-Smale). C'est un 
espace de B aire. So it P: Diff^(M) ^ /C(M) I'application qui associe a tout diffeomorphisme / 
I'adherence Veic{f) de ses points periodiques. Chaque point periodique possede une continuation 
hyperbolique et par consequent P est semi-continue inferieurement. D'apres la proposition 12.91 et 
le theoreme de Baire, I'ensemble de ses points de continuite contient un dense Q de Diff^(M). 
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Pour f ^ Q nous devons montrer que P{f) et ^{f) coincident. Nous avons bien stir I'inclusion 
P{f) C Considerons un point x S et un voisinage ouvert U de P{f)- Le lemme de 

fermeture donne I'existence d'un diffeomorphisme go G Diff^(M) proche de / tel que x est 
periodique. Par perturbation (donnee par le lemme de Franks, theoreme 12. 2p . on pent supposer 
que X est hyperbolique ; I'orbite de x pent done etre suivie par perturbation, il existe done g E Qo 
proche de go et de / ayant un point periodique arbitrairement proche de x. Puisque P{g) C 
on en deduit que x appartient a U. Le voisinage U etant arbitraire, ceci permet de conclure 
x G Par consequent = □ 



2.8 Connexions d'orbites : le "connecting lemma" 

Considerons deux points periodiques hyperboliques p, q et supposons que la variete instable 
de p et la variete stable de q aient un point d'accumulation commun z. Peut-on par perturbation 

creer une orbite heterocline entre p et q? Cette question se pose naturellement lorsque Ton 
cherche a caracteriser les diffeomorphismes structurellement ou O-stables (voir [73]) et a ete 
contournee dans ce cadre par Mane [98] • Lorsque z n'est pas periodique, la reponse a finalement 
ete apportee par Hayashi [71] trente ans apres la demonstration du lemme de fermeture. 

Theoreme 2.10 (Lemme de connexion, Hayashi). SoitU un voisinage de f ^ Diff^(M) etp,q,z 
trois points tels que : 

- les ensembles d'accumulation des orhites future de p et passee de q contiennent z ; 

- le point z n'est pas periodique. 

II existe alors g ^lA tel que q est un itere futur de p. 

Ce resultat est egalement demontre dans [T5lll86| . II y a eu de nombreuses consequences, voir 
par exemple [29l [T5l 1721 H5l [TOOl [T6l [60] et la section [3?3l L'hypothese que z n'est pas periodique 
sert dans la demonstration a placer en z un cube perturbatif (fourni par le theoreme 12. 5j) disjoint 
d'un grand nombre d'iteres. 

Pourquoi est-il plus difficile de connecter que de fermer ? Les lemmes de fermeture et de 
connexion semblent proches. Si I'on reprend la demonstration du lemme de fermeture, on place 
en z une carte ip fournie par le theoreme 12.51 et dont le support est disjoint de A'^ — 1 premiers 
iteres. On considere un itere futur p' = f^^^\p) de p et un itere passe q' = f~"'^''\q) de q, 
proches de z. Comme pour le lemme de fermeture, nous ne pouvons pas directement perturber 
et construire un diffeomorphisme g tel que g^ {p') = {q'), puisqu'une telle perturbation risque 
de briser les segments d'orbites entre p et p' et entre f^{q') et q : nous ne serious pas certains 
que q soit sur I'orbite positive de p. 

Fixons un voisinage V de z disjoint de ses — 1 premiers iteres. L'idee naturelle serait de 
trouver comme dans I'argument combinatoire de la section [221 deux iteres intermediaires x entre 
p et p' et y entre q' et q, et un cube C de la carte les contenant, tels que le cube (1 + e).C ne 
contiennent pas d'autre itere de p ou de q. Pour cela, nous devons considerer I'ensemble V de 
tons les iteres intermediaires de p et g proches de z. Une difficulte nouvelle apparait alors : nous 
devons selectionner une paire de points de V , mais a la difference du lemme de fermeture, cette 
paire doit contenir a la fois un itere de p et un itere de q. Les points de V ne sont plus tons 
inter changeables et I'argument precedent ne fonctionne pas. 
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La strategic d'Hayashi. L'argument d'Hayashi consiste a selectionner plusieurs paires qu'il fau- 
dra connecter simultanement : on simplifie I'enseinble des retours V en effagant certains points. 
Si une meme orbite possede deux iteres (par exemple deux iteres /""^{p) et f^^{p) de p) qui 
seraient trop proches relativement a leur distance a la second orbite, nous pouvons dans ce cas 
considerer que ces deux points sont les memes, oublier les iteres intermediaires entre ces deux 
points et esperer qu'une petite perturbation permettra de les connecter. En repetant cet argu- 
ment, on selectionne un grand nombre de paires de retour et nous devons appliquer, pour chacune 
d'elles, une perturbation donnee par le theoreme 12.51 Une difRculte est de garantir que toutes 
ces perturbations ont des supports disjoints. 

Plus precisement, notons {po,Pi, ■ ■ ■ ,Pr} et {q-s, ■ ■ ■ , Qo} les iteres de p et de g proches de z, 
i.e. appartenant a I'ensemble et classes par ordre chronologique. On extrait ensuite une sous- 
suite de la forme (xq, yo,xi,yi, . . . ,X£, yi) de sorte qu'il existe pour chaque i un diffeomorphisme 
9i = 'ipi ° f Qui satisfait (xi) = f^{yi)- Le support de est contenu dans un petit cube Ci 
proche de z et dans les — 1 premiers iteres de Q. 

Supposons que : 

1. xo = po, y£ = go, 

2. pour tout < i < ^, le point Xj+i est le premier retour de I'orbite de yi dans un voisinage 
de z. 

3. les supports des differentes perturbations sont deux a deux disjoints. 

En composant I'ensemble des perturbations gi de /, on obtient alors un diffeomorphisme g = 
■00 o • • • o ipN-i ° f envoyant p sur q par iterations positives. Apres perturbation, le segment 
d'orbite entre p et q est plus court que la pseudo-orbite initiale {p, f{p), ■ ■ ■ , f^^^\p) = p\ f{q') = 
f-<i)+\q)^ ...,f-\q),q), voir la figure O 

Le plus difficile est de choisir la sous-suite (xq, yo,xi,yi, . . . , xe,yi). Elle s'obtient apres deux 
selections. 

Premiere selection : les cubes quadrilles Nous pavons tout d'abord un voisinage de z par des 
cubes de la carte comme illustre en figure 12.31 Le voisinage lui-meme est un cube Cq et le 
cube central Co = 5-^0 du pavage contient z. Nous pouvons supposer que les iteres p' et q' de p 
et de q sont contenus dans Cq. Nous notons V I'ensemble des retours furturs de p et passes de q 
dans Cq. Le pavage permet de determiner s'il y a accumulation de points de V dans une region 
du cube Cq. 

Nous extrayons une premiere sous-suite (xq, yQ,x[,y[, . . . , x'^,,y'^,) de {po, . . . ,pr, q-s, ■ ■ ■ ,qo) 
satisfaisant les proprietes [1] et [2] ci-dessus, de sorte que 

- pour tout < ? < les points x[ et y'^ appartiennent a une meme tuile Ti du pavage de 
Co, 

- chaque tuile du pavage contient au plus une paire {x[,y'^). 

Nous avons utilise ici de fagon essentielle que les points p' et q' appartiennent a une meme tuile 
du pavage. La suite extraite est representee en figure 12.31 

En appliquant le theoreme 12.51 on definit alors une suite de perturbations 5^ telles que 
{g'i)^ (x'j) = f^iy'i)- Elle ne permet pas de conclure la demonstration : si Xi,yi appartiennent a 
une tuile T du pavage, le support de la perturbation gi est contenu dans le cube (l-l-e).r et dans 
ses — 1 premiers iteres. S'il existe deux perturbations g'ijg'j associees a deux tuiles adjacentes, 
les supports des perturbations correspondantes risquent de s'intersecter et nous ne pouvons pas 
composer les perturbations. 
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Avant perturbation. Apres perturbation. 



Fig. 2.2 - Combinatoire des perturbations realisee par le lemme de connexion. 

Seconde selection : les raccourcis. Supposons que le support de deux perturbations et g'j 
definies ci-dessus se chevauchent (remarquons que les supports peuvent etre disjoints dans Cq et 
se chevaucher dans des iteres /'^(C'o) pour certains < A; < A^). Cela implique que les points 
{x'^,y'j) (dans la tuile Tj) et les points {x'^^y'^) (dans la tuile Tj) ont des images proches pour un 
itere f^. Nous fixons un tel entier k et nous supposerons i < j- 

Afin de resoudre le conflit, nous remplagons les deux perturbations g'ijg'j qui envoient res- 
pectivement sur /^{y'j) et x'j sur /^(y^), par une seule perturbation envoyant x'- sur f^{y'j) 
(figure [274|) : il suffit pour cela de conserver la perturbation g[ sur les iteres f^{Co) pour < £ < k, 
de conserver la perturbation g'j sur les iteres /^(Cq) pour A: < ^ < A^, et d'utiliser sur /''{Cq) 

une perturbation elementaire qui envoie g'^{x[) sur g'^^^{yj). A Tissue de cette construction, 
on efface les paires de points intermediaires {x'g,y'g) avec s S {i + 1, . . . , j — 1} de la suite 
{x'Q,yQ,Xi,y'i, . . . ,x'^,,y'^,), pour obtenir une nouvelle pseudo-orbite qui joint p k q. En d'autres 
termes, nous avons realise un raccourci au sein de la pseudo-orbite obtenue apres la premiere 
selection. 

Les supports des perturbations g'^ et g'j sont contenus dans des boules de rayon r] fois plus 
petites que les distances d{dTi, d{{l + e).Tj)) et d{dTj,d{{l +£).Tj)) respectivement. En ayant 
clioisi e et ?7 suffisamment petits, on en deduit que les tuiles Tj et Tj sont adjacentes et que le 
support de la nouvelle perturbation reste petit par rapport aux failles des tuiles Ti,Tj et de leur 
N premiers iteres. 

Nous poursuivons ces modifications tant que subsiste des conflits entre perturbations. Re- 
marquons qu'a chaque fois qu'un conflit est leve, nous obtenons une nouvelle perturbation de 
support legerement plus large que le support des perturbations precedentes. Par consequent le 
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Fig. 2.3 - Un cube quadrille et la premiere selection. 




Conflit. Nouvelle perturbation. 

Fig. 2.4 - Un raccourci. 

support de la nouvelle perturbation pent a son tour rencontrer le support d'une troisieme per- 
turbation g'l^. On pent se demander si le nombre de conflits successifs que Ton rencontre pent 
etre arbitrairement grand, de sorte que le support de la perturbation finale devienne bien plus 
important que la taille de la tuile initiale Tj. 

Ce n'est pas le cas : nous controlons a priori la taille des perturbations si bien que les conflits 
qui apparaissent sont toujours associes a des tuiles adjacentes a la tuile initiale Tj. Puisque a 
geometric du pavage est uniforme, le nombre de tuiles adjacentes a Tj est borne (par 4"^) et 
partant de la perturbation initiale 5^, il y aura au plus 4^^ conflits a resoudre. Si Ton choisi la 
constante rj suffisamment petite, le support perturbation que Ton obtient apres 4^^ conflits reste 
petit par rapport a la taille de la tuile Tj, justifiant ainsi le controle a priori des perturbations 
(voir la figure 12. Sp . 

Apres traitement des differents conflits, nous obtenons une nouvelle pseudo-orbite, une nou- 
velle suite {po = xo,yo, xi,yi, . . . , Xi,yi = qo) et une collection de perturbations (gi) dont les 
supports sont deux-a-deux disjoints et telle que pour tout i on ait g^^ {xi) = 
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Vk 




Nouveau conflit. 



Plus aucun conflit. 



Fig. 2.5 - Le nombre de conflits est borne. 



2.9 Espaces de perturbation 

Les perturbations realisees dans la preuve du lemme de Pugh et des differents lemmes de 
perturbations qui en decoulent sont une succession de perturbations elementaires donnees par le 
lemme 12.31 et de supports disjoints : nous appelons support d'un diffeomorphisme h I'ensemble 
des points x G M tels que h{x) 7^ x ; le support d'une perturbation g de f est le support du 
diffeomorphisme h = f o g~^. 

Cette remarque permet de travailler en restant dans des sous-espaces S de Diffi(M), pourvu 
que les deux proprietes suivantes soit verifiees. 

- Le lemme [231 de perturbation elementaire s'applique au sein de S. 

- Tout diffeomorphisme f £ S possede une base de voisinages U d S flexibles, i.e. satisfaisant 
pour tons diffeomorphismes /ii,/i2 G Diff^(M) a supports disjoints 

f o hi et f o h2 eU =^ f ohioh2 eU. 

En particulier, le lemme de Pugh reste vrai si Ton travaille avec des diffeomorphismes conser- 
vatifs (i.e. verifiant une forme volume ou symplectique) , ou meme avec des diffeomorphismes de 
classe C^, r > 1, pourvu que la topologie consideree soit la topologie C^. 



2.10 Problemes 

II existe tres peu de resultats perturbatifs en classe C", r > 1. 

Question 2.11. Existe-t-il un lemme de fermeture en regularite superieure ? 

Des difficultes ont ete mises en evidence [1391 [66l [76l [751 [77] . Des cas particuliers ont ete 
traites |140| . ainsi que le cas des flots sur les surfaces [1271 [67l [68] . 

On pent se demander quels resultats persistent pour la dynamique des endomorphismes, 
i.e. des applications differentiables non injectives. Wen a etendu le lemme de fermeture a ce 
cadre [180] . mais il n'existe pas de lemme de connexion. 



Question 2.12. Existe-t-il un lemme de connexion pour les endomorphismes ? 
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Pour les diffeomorphismes, le lemme de connexion reste valide lorsque z est periodique, si 
son orbite est hyperbolique, ou plus generalement s'il n'y a pas de resonance non triviale entre 
ses valeurs propres (voir la remarque 13.21 plus has). II serait interessant pour les applications de 
ne plus avoir d'hypotliese sur le point z. 

Question 2.13. Le lemme de connexion reste-t-il verifie lorsque le point z est periodique ? 

Hayashi a montre [72j un "make or break lemma" : si I'orbite future de x et I'orbite passee 
de y ont un point d'accumulation commun z, on pent alors perturber la dynamique en topologie 

pour disjoindre ces ensembles d'accumulation, ou bien pour que y soit un itere de x. 

Terminons ce chapitre en remarquant qu'en I'absence de compacite le lemmes de connexion 
est en general faux |142| . M.-C. Arnaud a donne une version non compacte [15] sous Thypothese 
additionnelle que I'orbite du point z a des points d'accumulation dans M. 
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Chapitre 3 

Connexions de pseudo-orbites 



Nous presentons le lemme de connexion pour les pseudo-orbites demontre dans [SHlllTj). La 
demonstration necessite de construire une section de la dynamique : on enonce pour cela un 
theoreme d'existence de "tours topologiques", qui pent etre utile pour d'autres applications (voir 
par exemple le chapitre II ip . 

3.1 Enonce du lemme de connexion pour les pseudo-orbites 

Rappelons que si K C M est un ensemble compact et x,y G K deux points, nous notons 
X -\k y lorsque pour tout e > il existe une e-pseudo-orbite zq = x, zi, . . . , Zn = y avec n > 1 et 
contenue dans K. 

Theoreme 3.1 (Lemme de connexion pour les pseudo-orbites, Bonatti-Crovisier ). SoitU un 
voisinage d'un diffeomorphisme f € Diff^(M) dont les points periodiques sont hyperboliques. 
Pour tons points x,y M satisfaisant x -\ y, il existe une perturbation g €U de f et n > 1 tels 
que ff"(x) = y. 

Remarques 3.2. L Si Ton considere un ensemble compact K tel que x -\k y, alors pour tout 
voisinage W on pent demander que la perturbation g soit a support dans W. 
2. Dans [17], nous avons affaibli I'hypothese sur le diffeomorphisme. II sufRt de supposer que 
pour toute orbite periodique, il n'y a pas de resonance non triviale au sein des valeurs 
propres de module 1. 

Plus precisement, pour toute orbite periodique, il n'y a pas de valeur propre qui soit racine 
de I'unite, les valeurs propres de module 1 sont simples, et il n'y a pas de relation de la 
forme 

Ao = nAf, 

ou les kj sont des entiers strictement positifs et les Aq, Aq, Ai, Ai, . . . , As, A^ sont des valeurs 
propres de module 1 toutes distinctes. 

3.2 Idee de la preuve 

On ne pent clairement pas esperer connecter deux points lies par des pseudo-orbites en 
effectuant simplement une perturbation locale : nous allons devoir perturber independemment 
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dans plusieurs regions en utilisant les cubes quadrilles fournis par la demonstration du lemme de 
connexion d'Hayashi. En s'assurant que les supports des differentes perturbations sont disjoints, 
la section 12.91 garantit que la perturbation finale reste petite. 

a) Les domaines de perturbations 

Considerons une carte 93: y — > M*^. Un domaine quadrille selon les coordonnees de ip est la 
donnee d'un ouvert U CV et d'une famille C de cubes de (p (appeles tuiles du domaine) tels que 

1. les interieurs des tuiles sont deux a deux disjoints; 

2. I'union des tuiles de C est egale a U ; 

3. la geometric du quadrillage est bornee, i.e. 

- le nombre de tuiles est uniformement borne (par 2*^) au voisinage de chaque point, 

- pour toute paire (C, C") de tuiles adjacentes, le rapport de leur rayon est uniformement 
borne (par 2). 

Par une construction standard, tout ouvert U cV pent etre quadrille selon les cordonnees de (p 
(voir la figure 13. Ij) . 




Fig. 3.1 - Domaine quadrille. 

Une pseudo-orbite {zq, . . . , Zn) est a sauts dans les tuiles du domaine quadrille {U,C) si pour 
tout < « < n les points f{zi), Zi+i coincident ou appartiennent a une meme tuile de C. 

Finalement, si Ton fixe un voisinage U C Diff^(M) de /, un domaine quadrille {U,C) et un 
entier iV > 1, on dit que {U,C,N) est un domaine de perturbation pour {f,U) si : 

1. U est disjoint de ses — 1 premiers iteres par / ; 

2. pour toute pseudo-orbite {zq, . . . , Zn) avec zq € ?7 et z„ G f^{U) a sauts dans les tuiles C, 
il existe une perturbation g £U de f a support dans U U f{U) U • • • U f^~^{U) et un entier 
m £ {1, . . . ,n} tel que g'^izo) = Zn. 



3.2. IDEE DE LA PREUVE 
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Le lemme de perturbation de Pugh (theoreme 12. 5p et le lemme de connexion d'Hayashi 
(theoreme I2.1QP assurent I'existence de domaines de perturbation. 

Theoreme 3.3 (Existence de domaines de perturbation). Pour tout voisinage U de f , il existe 
un entier N > 1 et, en tout point p G M , il existe une carte ip-.V^W^ tels que pour tout 
domaine quadrille {U,C) selon les coordonnees de V qui est disjoint de ses N — 1 premiers iteres, 
{U,C,N) est un domaine de perturbation de {f,U). 

Le fait que I'entier ne depende pas du point p sera crucial dans la suite de la demonstration 
du theoreme 13. 1[ 

b) Les tours topologiques 

Afin de traiter des pseudo-orbites arbitraires, nous devons etre en mesure de construire une 
collection de domaines de perturbation deux a deux disjoints qui couvrent I'espace des orbites 
de la dynamique. Le resultat suivant permet de construire une telle section de la dynamique. 

Theoreme 3.4 (Tours topologiques, Bonatti-Crovisier). // existe > (ne dependant que de 
la dimension d de la variete M ) tel que pour tout m > 1 et tout dijjeomorphisme f € Diff ^ (M) 
n' ay ant pas de point periodique non hyperbolique de periode inferieure a Kd-m, il existe un ouvert 
U <Z M et un ensemble compact D <ZU ayant les proprietes suivantes : 

- tout point qui n'est pas periodique de periode inferieure a m possede un itere dans D ; 

- les ouverts U, . . . , f^^~^{U) sont deux d deux disjoints 

On peut choisir U pour que le diametre de ses composantes connexes soit arbitrairement petit. 

La demonstration utilise le lemme de transversalite de Thom et se ramene a un probleme 
combinatoire (exprime en termes de coloriage). 

c) Lorsqu'il n'y a pas d'orbite periodique de basse periode 

Le lemme de perturbation de Pugli donne un entier > 1 et permet de couvrir la variete 
M par une famille finie de cartes (/jj : T^j — > M*^. Nous supposerons pour simplifier que / n'a pas 
de point periodique de periode inferieure a 3Kd.N. Fixons deux points x,y £ M tels que x -\y. 

Considerons un ouvert U disjoint de 3A^ — 1 iteres et un ensemble compact D C U donnes 
par le theoreme I3.41 Quitte a remplacer U par f^{U) ou par f^{U), les points X, y n'appar- 
tiennent pas a U, f{U), . . . , f^~^{U). Puisque les composantes de U sont de diametre petit, nous 
pouvons supposer que chacune d'entre elles est contenue dans I'une des cartes Vi. Finalement, 
nous quadrillons chaque composante de U selon une des cartes (pi et nous construisons ainsi : 

- une famille C/i, . . . ,Us de domaines de perturbations tels que f^{Ui), f^{Uj) sont disjoints 
pour tous < /c, ^ < et tous i / j, 

- une famille finie de tuiles T contenue dans I'union des tuiles des domaines 1 < i < s, 
tels que toute orbite rencontre I'une des tuiles de T . 

En travaillant plus, on obtient par un argument de compacite : 

- pour chaque tuile T S T, un ensemble compact A C T, 

- un entier no > 1 et une constante eo > tels que toute eo-pseudo-orbite de longueur uq 
rencontre I'un des ensembles A. 
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Considerons une e-pseudo-orbite x = zq, zi, . . . , Zn = y- Si y n'est pas deja un itere positif 
de X, en prenant e > sufRsamment petit, nous pouvons supposer que la pseudo-orbite est de 
longueur superieure a no- Nous pouvons differer les sauts de la pseudo-orbite (sur des intervalles 
de temps inferieurs a no) et supposer qu'il n'ont lieu qu'aux points appartenant aux ensembles 
compacts A. Si e a ete choisi petit, ceci assure la propriete suivante. 

Lemme 3.5. // existe une pseudo-orbite x = zq, zi, . . . , Zn = y entre x et y d sauts dans les 
tuiles des domaines quadrilles Ui, . . . ,17^. 

II ne reste plus qu'a perturber successivement dans chaque domaine de perturbation pour 
supprimer finalement I'ensemble des sauts de la pseudo-orbite et obtenir une segment d'orbite 
(en general plus court) qui joint x a y. 

d) Lorsqu'il y a des points periodiques 

En presence de points periodiques de basse periode, la tour topologique ne couvre plus I'en- 
semble des orbites. De plus, lorsqu'une orbite s'approche d'une orbite periodique, le temps de 
retour dans la tour peut devenir arbitrairement long. 

Dans ce cas, on utilise a nouveau que les points periodiques sont hyperboliques. II existe une 
version du theoreme 13.41 autorisant I'existence de points pjeriodiques hyperboliques de petite 
periode : il s'applique aux points qui n'appartiennent pas aux varietes invariantes des points 
periodiques de petite periode. On rajoute de nouveaux domaines de perturbations qui couvrent 
des domaines fondamentaux des ensembles stables et instables des orbites periodiques de basse 
periode. Le lemme [331 est encore verifie, ce qui permet de conclure comme dans le cas precedent. 

3.3 Consequences immediates 

II existe un dense de Diff^(M) forme de diffeomorphismes pour lesquel les proprietes 
suivantes sont verifiees. 



a) Lieu de recurrence. Les ensembles Veic{f) , ^l{f) et TZ{f) coincident. 

II n'y a done qu'une seule notion de recurrence. Rappelons que le lemme de fermeture de 
Pugli permettait deja de conclure ■Per(/) = 0(/). 

b) Ordre dynamique. Pour tout ensemble compact K, les relations -<k et -\k coincident. 
En particulier, les ensembles faiblement transitifs et les ensembles transitifs par chaines coin- 
cident ; les classes de recurrence par chaines sont les ensembles faiblement transitifs maximaux. 
On en deduit aussi que la relation est transitive (ce qui avait ete montre precedemment par 
Arnaud [E], Gan et Wen [60]) ■ 

c) Quasi-attracteurs. L'ensemble des points dont I'ensemble uj-limite (i.e. I'ensemble des va- 
leurs d'adherence de son orbite future) est un quasi- attracteur contient un Gs dense de M . 

Les quasi-attracteurs sont exactement les classes de recurrence par chaines stables au sens de 
Lyapunov. 

Une classe homocline H{p) est un quasi- attracteur si et seulement elle contient la variete 
instable de p. 



3.4. EXEMPLES 
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Ceci repond a une conjecture de Hurley [80] dans le cas et ameliore des resultats anterieurs 
de Arnaud [IS], Morales et Pacifico [lOOj . 

Comme consequence, une classe de recurrence par chaines d'interieur non vide est un quasi- 
attracteur a la fois pour / et f~^. 

d) Classes homoclines et classes aperiodiques. Les classes de recurrence par chaines 
contenant une orbite periodique sont des classes homoclines. 

Si 0\,02 sont deux orbites periodiques telles que Oi H O2 et si I'indice de Oi est inferieur 
ou egal a celui de O2, alors W^{Oi) et W'^{02) ont un point d 'intersection transverse z : 

T,M = T,W{Oi) + T,W%02). 

Les classes de recurrence par chaines sans orbite periodique sont appelees classes aperiodiques. 
On obtient facilement d'autres proprietes. 

- Toute composante connexe de lnt(0(/)) est entierement contenue dans une classe homo- 
cline. 

- Deux classes homoclines sont toujours disjointes ou confondues. 

- Si deux orbites periodiques Oi et O2 ont meme indice et sont contenus dans une meme 
classe de recurrence par chaines, elles sont homocliniquement relies. 

- Si Oi et O2 ont des indices dijferents et sont contenues dans une meme classe de recur- 
rence par chaines, il existe une perturbation g € Diff^(Af) de f telle que les continuations 
hyperboliques de Oi et O2 forment un "cycle heterodimensionnel" : la variete instable de 
I'une rencontre la variete stable de I'autre (voir la section [8?2]l . 

Des versions anterieures plus faibles n'utilisant que le lemme de connexion d'Hayashi avaient 
ete donnees par Arnaud [15], Bonatti et Diaz [29], Carballo, Morales et Pacifico [45], Gan et 
Wen [60]. 

e) Classes isolees. Toute classe de recurrence par chaines isolee dans lZ{f) est une classe 
homocline H{p). Pour tout diffeomorphisme g proche de f, la classe de recurrence par chaines 
contenant la continuation pg de p est encore isolee. 

Si f n'a qu'un nombre fini de classes de recurrence par chaines, tout diffeomorphisme proche 
de f a le meme nombre de classes que f. 

La premiere version de ces proprietes avait ete donnee par Abdenur [HE]- 

3.4 Exemples 

Les exemples connus de dynamiques C^-generiques non hyperboliques ont lieu en dimension 
superieure ou egale a 3. Nous en citons quelques uns. 

a) Dynamiques robustement transitives. II existe des dynamiques non hyperboliques 
ayant une unique classe de recurrence par chaines (voir la section 15.101) . 

Theoreme 3.6 (Shub |160| ). // existe un ouvert non vide U C Diff^(T^) de diffeomorphismes 
transitifs et non hyperboliques. 
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Get exemple est obtenu en modifiant un diffeomorphisme d'Anosov. D'autres exemples si- 
milaires sur d'autres variete ont ete donnes ensuite, voir [93l |4l] et [Ml chapitre 7]. Une autre 
methode de construction, due a Bonatti-Diaz [28] consiste a perturber I'application "temps 1" 
d'un flot d'Anosov ou a perturber le produit d'un diffeomorphisme d'Anosov et de I'application 
identite d'une variete compacte. 

b) Cycles heterodimensionnels. L'obstruction a I'hyperbolicite dans I'exemple precedent 
provient de I'existence (dans une meme classe de recurrence par chaines) de points periodiques 
d'indices differents. De tels exemples existent egalement pour des dynamiques qui ne sont pas 
transitives (voir la section [7]9|) . 

Theoreme 3.7 (Abraham-Smale Simon |165j . Bonatti-Diaz [29]). Pour toute variete com- 
pacte M de dimension d> 3, il existe un ouvert non vide lA C Diff^(M) de dijjeomorphismes non 
transitifs et deux families continues de points periodiques hyperboliques {pg)g<zu, {qg)geu d'indices 
differents, ay ant la meme classe homocline pour tout g €zU. 

La construction exploite le fait que I'ensemble stable d'un ensemble hyperbolique pent conte- 
nir des sous-varietes de dimension plus grande que la dimension du fibre stable. Le meme resultat 
peut s'obtenir en utilisant les melangeurs introduits par Bonatti et Diaz [281 [29] . 

c) Phenomene de Newhouse. Newhouse a construit [1041 1106] des exemples de diffeomor- 
phismes de surface C^-generiques ayant un comportement pathologique, aujourd'hui appele phe- 
nomene de Newhouse : pour toute surface, il existe un ouvert non vide U de I'espace des diffeo- 
morphismes de classe et un dense Q deU tel que tout diffeomorphisme f ^ G possede une 
infinite de puits ou de sources. Bonatti et Diaz ont ensuite utilise les melangeurs pour obtenir le 
meme resultat en topologie sur les varietes de dimension superieure ou egale a 3 (voir aussi 
la section rO]) . 

Th6oreme 3.8 (Bonatti-Diaz [29]). Pour toute variete compacte M de dimension d > 3, il 
existe un ouvert non vide lA C Diff^(M) et un Gs dense de U forme de diffeomorphismes ayant 
une infinite de puits et de sources. 

d) Classes aperiodiques. Bonatti et Diaz ont egalement montre que les classes aperiodiques 
peuvent apparaitre parmi les diffeomorphismes C^-generiques (voir aussi la section ISTBl) . Leur 
construction montre aussi que Ton peut trouver des classes de recurrence par chaines (des classe 
homoclines ainsi que des classes aperiodiques) qui sont accumulees en topologie de Hausdorff par 
des classes de recurrence par chaines non triviales (ce ne sont pas des orbites periodiques isolees) ; 
pour ces dynamiques I'ensemble des classes de recurrence par chaines est non denombrable. 

Theoreme 3.9 (Bonatti-Diaz |30|). Pour toute variete M de dimension superieure ou egale d 
3, il existe un ouvert non vide U C Diff^(M) et un Gs dense de U forme de diffeomorphismes 
ayant un nomhre non denombrable de classes aperiodiques. 

e) Absence d'attracteurs. II est possible de garantir que tons les quasi-attracteurs sont 
accumules par des sources : dans ce cas, il n'y a pas de classe de recurrence par chaines qui est 
un attracteur. 



3.5. PROBLEMES 
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Theoreme 3.10 (Bonatti-Li-Yang |39|). Pour toute variete M de dimension superieure ou egale 
d 3, il existe un ouvert non vide U C Diff^(M) et un Gs dense de U forme de diffeomorphismes 
n' ay ant pas d'attracteur : il n'y a pas d'ouvert non vide attractif dont I 'intersection des iteres est 
une classe de recurrence par chaines. 

3.5 Problemes 

Voici quelques questions formulees pour les dynamiques C^-generiques : nous demandons s'il 
existe un dense de Diff^(Af) sur lequel on pent donner une reponse affirmative a chacune 
d'entre elle. 

a) Structure des classes aperiodiques. Rappelons que les classes homoclines sont toujours 
transitives. 

Question 3.11. Les classes aperiodiques sont-elle toujours transitives ? 

Les classes aperiodiques decrites par [30] sont (voir la section 18. 6|) : 

- minimales et uniquement ergodiques (ce sont des odometres), 

- Lyapunov stables pour / et (ou "dynamiquement isolees"), i.e. il existe des voisinages 
ouverts arbitrairement petits C/, V de la classe aperiodique verifiant f{U) C U et f~^{V) C 
V. 

On pent se demander si c'est toujours le cas. 

b) Cardinalite de I'ensemble des classes de recurrence par chaines. 

Question 3.12. Le nombre de classes de recurrence par chaines est-il toujours fini ou infini non 
denombrable ? 

Les diffeomorphismes presentant le phenomene de Newhouse sont souvent des exemples de 
dynamiques pour lesquels la cardinalite de I'ensemble des classes de recurrence par chaines n'est 
pas connue : peut-il exister un diffeomorphisme qui presente le phenomene de Newhouse et qui 
n'aurait qu'un nombre denombrable de classes de recurrence par chaines ? 

c) Robustesse des classes isolees. Une classe de recurrence par chaine isolee dans Tt{f) est 
une classe homocline H{p). Pour tout diffeomorphisme g proche de /, la classe de recurrence 
par chaines contenant la continuation hyperbolique Pg de p est encore isolee et pour tout diffeo- 
morphisme proche appartenant a un dense de Diff^(M), cette classe coincide avec la classe 
homocline H{pg) (voir [2]). Cette propriete deviendrait robuste si Ton parvenait a remplacer 
I'ensemble Gs par un ensemble ouvert. 

Question 3.13. Pour toute classe homocline H{p) de f isolee dans T^if), existe-t-il un voisinage 
U de f tel que H{pg) est encore isolee pour tout diffeomorphisme g ? 

Ceci montrerait que les classe homoclines isolees sont des ensembles "robustement transitifs" 
au sens de |33| . 
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d) Classes d'interieur non vide. 

Question 3.14. Si M est connexe, une classe de recurrence par chatnes d'interieur non vide 
coincide-t-elle avec M ? 

Nous avons montre [5] que c'est le cas en dimension deux. C'est aussi le cas lorsque la classe 
est isolee (voir Abdenur-Bonatti-Dlaz [8]). En dimension superieure des resultats partiels existent 
(voir [8], ou les travaux de Potrie et Sambarino [1351 1134] ). lorsque la classe est partiellement 
liyperbolique ou admet certaines decomposition dominees (voir le chapitre [5]) . 

Une classe de recurrence par chaines d'interieur non vide est une classe homocline qui est 
stable au sens de Lyapunov pour / et f~^. Les classes aperiodiques etudiees dans [30] sont stables 
au sens de Lyapunov pour / et f~^. Nous pouvons done etendre la question precedente aux classe 
liomoclines stables au sens de Lyapunov pour / et /"^ (voir |134| ). 

e) Attracteurs. Les exemples [39] de dynamiques sans attracteurs possedent des attracteurs 
essentiels : ce sont des classes de recurrence par chaines K ayant un voisinage U tel que I'orbite 
positive de tout point contenu dans un dense de U s'accumule dans K . De plus, I'union des 
bassins des attracteurs essentiels est dense dans la variete. 

Question 3.15. Existe-t-il toujours un attracteur essentiel ? 

L 'union des bassins des attracteurs essentiels contient-il un Gs dense de M ? un ensemble de 
mesure de Lebesgue totale ? 

On pent aussi etudier les attracteurs essentiels. Remarquons que les classes aperiodiques 
construites dans [30] sont des quasi-attracteurs dont le bassin est trivial. 

Question 3.16. Une classe homocline qui est un quasi- attracteur est-elle un attracteur essentiel ? 
(ou attire-t-elle un Gs dense d'un ouvert non vide de M ?) 

Un attracteur essentiel est-il toujours une classe homocline ? 

Une reponse affirmative a la premiere question repondrait egalement a la question 13. 141 Nous 
donnerons des reponses a ces questions pour les dynamiques loin des tangences homoclines (sec- 
tion lQ.lll) et pour les dynamiques loin des tangences homoclines et des cycles heterodimensionnels 
(chapitre dOj). 



Chapitre 4 

Connexions globales 



Le lemme de fermeture permet de construire des points periodiques dans tout ouvert qui 
rencontre I'ensemble non-errant, mais il ne donne pas de controle sur le support des orbites 
periodiques crees. Dans ce chapitre, nous repondons a la question suivante. 

Etant donnes des ouverts Ui, U2, • • • , Un, peut-on perturber la dynamique et obtenir une orbite 
periodique qui rencontre tons ces domaines ? 

En s'appuyant sur le lemme de perturbation de Pugh, nous demontrons le lemme de fermeture 
ergodique de Mafie : lorsqu'il existe une mesure ergodique ^ chargeant chaque ouvert, on peut 
creer une orbite periodique qui passe au moins une fraction de temps proche de fJ.{Ui) dans Ui 
pour tout i. 

Nous presentons egalement une propriete de pistage faible et donnons de nouvelles demons- 
trations de certains resultats issus de [49] : lorsqu'il existe un ensemble transitif par chaines qui 
intersecte tons les Ui, on peut obtenir une orbite qui visite chacun de ces ouverts (mais nous ne 
controlons pas la statistique des visites). 

4.1 Approximation des mesures ergodiques par orbites periodi- 
ques : 1' "ergodic closing lemma" 

Mafie a donne [9H [97] une contrepartie mesuree du lemme de fermeture de Pugh. 

Theoreme 4.1 (Lemme de fermeture ergodique, Maiie). SoitU un voisinage de f £ Difr^(M) 
et /i une mesure de probabilite f-invariante. Alors fi-presque tout point x £ M a la propriete 
suivante. Pour tout 5 > 0, il existe g gU et t > 1 tels que x soit r-periodique pour g et tels que 
pour tout 1 < k < T , on ait 

d{f\x),g\x))<5. 

En fixant le point x et en faisant tendre e vers 0, les orbites periodiques {x,g(x), . . . ,g'^~^{x)} 
s'equidistribuent comme I'orbite de x sous / : lorsque /i est ergodique, elle convergent done 
faiblement vers /i. Ce resultat est ameliore dans [H Proposition 6.1] par un controle des exposants 
des mesures periodiques (voir la section [5?5]l . 

Addendum 4.2 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). On peut demander dans la conclusion du theore- 
me \4-l\ que le i^™^ exposant de Lyapunov de x pour g soit e-proche du i^"^^ exposant de Lyapunov 
de fJL pour f. 
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On en deduit un resultat de genericite (voir |4l theoreme 3.8]). 

CoroUaire 4.3. // existe un Gs dense Q C Diff^(M) tel que toute mesure de probabilite /i 
ergodique pour un diffeomorphisme f ^ Q est approchee faiblement par une suite de mesures 
invariantes portees par des orbites periodiques On de f. De plus, les orbites On convergent vers 
le support de fj, en topologie de Hausdorjf et le vecteur de Lyapunov de On converge vers le vecteur 
de Lyapunov de la mesure /i. 

Nous donnons ci-apres une demonstration du lemme de fermeture ergodique a partir du 
theoreme l2.5l de Pugh. Pour montrer I'addendum 14.21 nous choisissons un point x qui est regulier 
pour /X, i.e. dont I'espace tangent admet une decomposition T^M = Ei (B ■ ■ ■ ® satisfaisant 
le theoreme d'Oseledets (voir la section [53]) . Dans une carte autour de x, la differentielle Dxg^ 
peut s'ecrire sous la forme PoDxf^, ou P est une isometric de M*^ que Ton peut choisir dans un 
voisinage de I'identite. On prendra P de sorte que pour tons i < j, I'image D^g^-Eij de I'espace 
Eij = Ei (B ■ ■ ■ ® Ej est dans un cone uniforme autour de Eij. Pour une periode r suffisamment 
grande, ceci garantit que les exposants de Lyapunov de x pour f et g sont proches. 

Demonstration du lemme de fermeture ergodique (theoreme 14.11) . II sufRt de fixer 5 > 
et de montrer que /i-presque tout point x £ M satisfait la conclusion du theoreme 14.11 pour 
cette constante 6. 

Nous pouvons supposer que n'est pas supportee par une orbite periodique : //-presque tout 
point p appartient au support de fi et n'est pas periodique. Fixons L > 1 tel que (3/2)^ > 2"^+^ 
et e > pour que (1 +e)^ < f ^t posons r/ = i. Le theoreme 12.51 pour /"^ nous donne un entier 
> 1 et une carte ip: V ^M.'^ au voisinage de p, telle que ip{V) coincide avec le cube standard 
Co = (—1,1)'^ et telle que les premiers iteres de V par soient disjoints et de diametre 
inferieur a 6. On note u = Soit X I'image par if des points x £ V qui verifient la conclusion 
du theoreme. On doit montrer que viX) = i^(Co). 

Comme avant, les cubes de M"^ que nous considerons sont des images du cube standard [— 1, l]'^ 
par une homothetie-translation. Un bon cube C est un cube de Cq verifiant (1 + e).C C Cq et 
i/(C) > |zy((l +e).C). Dans ce cas, il existe un ensemble ayant mesure plus grande que ^i^(C) 
forme de points x S ip~^{C) dont le premier retour /^(x) dans ip~^{{l +e).C) est contenu dans 
ip~^{C). On peut alors appliquer le lemme de perturbation de Pugh (theoreme 12. 5|) au cube 
ip~^{C) de la carte if pour obtenir un diffeomorphisme g £ U tel que f et g coincident le long 
de I'orbite {x, . . . , /^"^(x)} et ff^(x) = x. En particulier u{X n C) > ^i^(C). 

Supposons par I'absurde que I'ensemble Co\X soit de mesure non nulle. On fixe i > I grand 
et on considere le pavage de Co par des cubes d'interieurs deux a deux disjoints et de taille 2~^. 
Par regularite de la mesure u, on peut trouver une collection C de cubes du pavage qui approxime 
Co\X: 

- d'une part 2.C C Cq pour tout C £ C ; 

- d'autre part I'union Y des cubes C et I'union Y des cubes 2.C pour C £ C verifient : 

u{Y nX) ^i^{Y\X). (4.1.1) 

Remarquons que Ton peut "separer" les cubes de la famille C : il existe une partition de C en 
2'^ families de cubes tels que pour tons cubes Ci,C2 appartenant a une meme famille, les cubes 
2.Ci,2.C2 sont d'interieurs disjoint. Pour I'une de ces families, I'union des cubes est de mesure 
superieure a 2~'^i'{Y), done quitte a remplacer C par cette famille, (I4.1.ip est toujours satisfaite 
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et de plus, 

Pour tous Ci,C2 € C, les cubes 2.Ci,2.C2 sont d'interieurs disjoints. (4-1-2) 

Nous utilisons maintenant le resultat suivant. 

Affirmation. Pour tout cube C E C, il existe un cube C tel que : 

i) (1 + e).C' C 2.C (et en particulier C CY) ; 

ii) C est un bon cube (et done v{C' r\X) > ^u{C')) ; 
ill) v{C') > 2-'^u{C). 

Demonstration. La preuve se fait par I'absurde : on construit par recurrence une suite de cubes 
{Cn)n>i satisfaisant Ci = C et 2.Cn C 2.Cn-i, v{Cn) > 2i'{Cn-i) pour tout n > 1. En par- 
ticulier 2.C„ est contenu dans 2.C et la mesure des cubes Cn est superieure a z^(C) et croit 
exponentiellement avec n. C'est une contradiction. 

On construit Cn+i a partir de Cn de la fagon suivante : on divise C„ en 2'^ cubes de meme 
rayon et d'interieurs deux a deux disjoints. L'un d'eux, note C^, est de mesure superieure a 
2~'^u{Cn) > 2-'^v{C). Les cubes (1 + ef .C'^, < k < L, verifient done (iii). Puisque (1 + e)^ < 
3/2, on a 2.(1 + e)^C^ C 2C„. Les cubes (1 + e)^ .C'^, < k < L, verifient done egalement (i). 
Par hypothese, (ii) n'est done pas satisfaite et on obtient pour tout < k < L, 

2/3 K(i + ^)'+'c';)>^((i + e)'c;). 

En posant C„+i = (1 + e)^Cn, ceci implique 

HCn+i) > {?>l2fv{C'n) > (3/2)^2-'^i/(C„) > 2u{Cn). 
Ceci conclut la construction de la suite (Cn). □ 

Si Ton applique I'affirmation a chaque cube C G C, on obtient done un cube C contenu dans 
I'interieur de 2.C. D'apres (|4.1.2|) et (i), les cubes C sont deux a deux disjoints. En particulier, 
leur union Y' verifie d'apres (ii) et (iii) : 

z/(y nx)> u{Y' r\X)> \y{Y') > 2-'^'^+^\u{y). 

Ceci contredit (|4.1.ip . La mesure de X est done pleine dans Cq. Ceci acheve la demonstration 
du lemme de fermeture ergodique. □ 

4.2 Approximation des ensembles transitifs par chaines par or- 
bites periodiques 

II est naturel de se demander si Ton peut approcher un ensemble transitif par chaines K par 
une orbite periodique, ou plus simplement par un segment d'orbite. 
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Une difficulte : les raccourcissements d'orbites. Si la dynamique est generique, on peut suppo- 
se! que K est faiblement transitif. A I'aide du lemme de connexion, on peut assez facilement 
construire un segment d'orbite a qui visite trois points quelconques x,y,z G K : puisque K 
est faiblement transitif, il suffit de connecter en y un segment d'orbite joignant x a y avec un 
segment d'orbite joignant y k z. Une difficulte apparait lorsque Ton cherche a connecter plus de 
points : si Ton connecte a avec un segment d'orbite 7 joignant z a un quatrieme point t ^ K, 
nous n'obtenons en general pas une orbite qui visite les quatre points x,y,z,t. En effet, si Ton 
applique le lemme de connexion, on obtient un segment d'orbite qui est souvent plus court que 
la concatenation des segments a et 7 (voir la section [2?8]) . 

Nous avons montre dans [49] que de telles connexions globales peuvent etre realisees en pre- 
nant plus de precautions. Comme pour les lemmes de connexion precedents, nous avons besoin 
d'une hypothese technique, un peu plus faible cette fois, sur les orbites periodiques du diffeomor- 
phisme. 

(I) Pour tout entier tq > 1, les points periodiques de periode tq sont isoles dans M . 

Nous disons qu'un ensemble ferme invariant K est une orbite faible si la relation ~<k est un 
ordre total sur K, i.e. est transitive et pour tons points x,y £ K distincts on a x -<k y ou 
y -<K X (on peut avoir les deux relations a la fois et il peut exister des points x £ K tels que 
X X n'ait pas lieu). Par exemple I'adherence, d'une orbite est toujours une orbite faible. 

Theoreme 4.4 (Lemme de connexion globale, Crovisier). SoitlA un voisinage d'un diffeomor- 
phisme f € Diff^(M) verifiant (I). Pour tout rj > 0, les proprietes suivantes sont satisfaites. 

- Pour tout ensemble faiblement transitif K, il existe g €z U et une orbite periodique O de g 
qui est a distance de Hausdorjf de K inferieure a rj. 

- Pour toute orbite faible K , il existe g G U et une orbite {g'^{x)} de g dont I'adherence est 
d distance de Hausdorff de K inferieure a rj. 

On en deduit un lemme de pistage faible satisfait par les diffeomorpliismes C^-generiques. 

CoroUaire 4.5 (Pistage faible). // existe un Gs dense de Diff^(M) forme de diffeomorphismes 
verifiant la propriete suivante. 

Pour tout 6 > il existe e > tel que toute e-pseudo-orbite {zq, . . . , Zn} est 6-proche d'un 
segment d'orbite fini {x, f{x), . . . , /™(x)} pour la distance de Hausdorff. 

Si de plus Z est periodique (i.e. Zn = zq), on peut choisir x periodique. 

En particulier, on obtient I'approximation des ensembles transitifs par chaines par orbites 
periodiques. 

CoroUaire 4.6. // existe un Gs dense de Diff^(M) forme de diffeomorphismes verifiant les 
proprietes suivantes. 

- Un ensemble compact est transitif par chaines si et seulement s'il est limite de Hausdorff 
d'une suite d'orbites periodiques. 

- Les classes aperiodiques sont limites de Hausdorff de classes homoclines. 

Arnaud avait montre dans un travail anterieur [16] que pour un diffeomorphisme C^-generi- 
que, les ensembles w-limites sont limite de Hausdorff d'orbites periodiques. 

Le corollaire l4.5l donne aussi des informations sur la dynamique entre les classes de recurrence 
par chaines : pour tout diffeomorphisme C^-generique, si Ton considere une suite de classes de 
recurrence par chaines Ki, . . . , Ks, verifiant Ki H Kj+i pour tout 1 < i < s, et des voisinages 
Ui, . . . ,Us, il existe une orbite qui visite successivement chaque ouvert Ui. 
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4.3 Demonstration du pistage faible 

La demonstration du theoreme 14.41 est assez delicate puisqu'elle requiert de perturber la 
dynamique en plusieurs endroits. Nous allons demontrer un resultat plus faible qui impliquera le 
corollaire 14.51 

Theoreme 4.7 (Pistage faible, Crovisier). // existe un Gs dense Q C Diff^(M) tel que, pour 
tout f €z G, pour tout ensemble ferme K d M (non necessairement invariant), pour tous points 
zi,...,Zn G K verifiant z\ Hx 2^2 ^x ■■■ ^n, e.t pour tout 6 > 0, il existe un segment 
d'orhite {x, . . . , /""(x)} contenu dans le 6-voisinage de K qui rencontre chaque boule centree en 
Zi, I < i < s, de rayon 6. 

Si de plus on a Zn ~\k zi, alors x peut etre choisi periodique. 

Pour la suite, on introduira pour tout / € Diff^(M) I'ensemble Seg(/) des parties compactes 
de M (non necessairement invariantes) qui sont limites de Hausdorff d'une suite de segments 
d'orbite finis ainsi que I'ensemble pSeg(/) des parties compactes de M (non necessairement 
invariantes) qui sont limites de Hausdorff pour tout e > d'une suite de segments de e-pseudo- 
orbites finis. Finalement Per(/) designe I'ensemble des parties compactes (invariantes) de M 
qui sont limites d'une suite d'orbites periodiques et pTrans(/) celles qui sont transitives par 
chaines. 

Demonstration du corollaire a, partir du theoreme \^. 1\ Considerons / appartenant a I'ensem- 
ble residuel Q donne par le theoreme 14.71 Lorsque 5 > est fixe, il existe e > tel que tout 
segment de e-pseudo-orbite est 5/2-proclie d'un element K de pSeg(/). D'apres le theoreme 14.71 
il existe un segment d'orbite fini de / qui est (5/2-proche de K pour la distance de Hausdorff. 
Ceci demontre la premiere partie du corollaire 14.51 

Le meme argument montre que pour e assez petit, toute e-pseudo-orbite periodique est 5/2- 
proche d'un element K de pTrans(/). D'apres le theoreme 14.71 il existe une orbite periodique 
de / qui est (5/2-proche de K pour la distance de Hausdorff. □ 

Demonstration du theoreme \4 'A - cas non recurrent. L'application / 1-^ Seg(/) est semi-con- 
tinue inferieurement sur Diff^(M). II existe done un dense Q C Diff^(M) de diffeomorphismes 
qui sont des points de continuite de cette application, qui sont Kupka-Smale, et qui satisfont a la 
seconde propriete de la section [331 (<t^=-\ u pour tout ensemble compact K). Nous considerons 
a present un element f £ Q. Nous montrons la premiere partie du theoreme par recurrence sur 
n. Le cas n = 1 est evident. Remarquons aussi que nous pouvons toujours supposer que les 
points Zj appartiennent a des orbites distinctes (quitte a supprimer certains points) et supposer 
qu'ils ne sont pas periodiques (qui a les remplacer par des points proches, puisque / est un 
diffeomorphisme dont tous les points periodiques sont hyperboliques). 

Considerons n + 1 points zi Z2 ■ ■ ■ Zn+i de K. Nous devons montrer qu'ils sont 
contenus dans un element F € Seg(/) inclus dans K. Puisque / est un point de continuite 
de l'application g 1— > Seg{g), il suffit de trouver pour tout (5 > et tout voisinage U de f 
un diffeomorphisme g G U ayant un segment d'orbite fini 7^ contenu dans le (^-voisinage de 
K et rencontrant chaque boule B{zi,6), 1 < i < n + 1. Le lemme de perturbation de Pugh 
(theoreme 12.51) applique af,Uete = ri = ^ nous donne un entier > 1 et des paires de cubes 
Cj C Cj centres en chaque point zj , 1 < j < n, dont les N premiers iteres sont disjoints deux 
a deux et de diametre inferieur a 6. On choisit enfin 5' <C 5 tel que chaque boule B{zj,6') est 
contenue dans Cj. 
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En appliquant I'hypothese de recurrence, on obtient un segment d'orbite 7 = {/'^(a;)}o<fc<L 
qui intersecte chaque cube Cj et qui est contenue dans le (5-voisinage de K. Soit alors ctq = 
{f^{x)}o<k<No C 7 le plus petit segment d'orbite contenu dans 7 qui contienne x et rencontre 
chaque cube Cj, I < j < n ; nous notons C/ = le point final de (Tq. Remarquons que par 
minimalite de ctq, les points f^{x) pour < k < No ne rencontrent pas le cube Cf contenant Cf- 
II existe done un itere f^{Cf), i < L — Nq, qui appartient a Cj. 

Puisque -<k=~^k pour /, il existe un segment d'orbite 7' = {f""^{y), ■ ■ ■ ,y} contenu dans le 
(5-voisinage de K tel que f~^{y) appartient a et y a la boule B{zn+i,^)- On applique alors 
le lemme de connexion : il existe g tel que y est un itere positif de C,f. Les diffeomorphismes 
f et g coincident hors de Cf et de ses — 1 premiers iteres. Le segment d'orbite ctq n'a pas ete 
modifie. On en deduit que y est un itere positif de x et que I'ensemble 7^ des iteres compris entre 
X et y rencontre chaque boule B{zj,6) pour 1 < j < n + 1. Par ailleurs, le nouveau segment 
d'orbite est inclus dans I'union de 7, 7' et des N premiers iteres de Cf. Par consequent, il est 
contenu dans le 5-voisinage de K. □ 



Demonstration du theoreme \^. 1\ : le cas recurrent. Nous montrons a present la seconde partie du 
theoreme : nous supposons Zj -\k -Zj+i pour tout 1 < j < n et z^ -\k Zi. Quitte a considerer un 

dense Q plus petit, nous pouvons supposer que f G Q (dont tons les points periodiques sont 
hyperboliques) est un point de continuite de I'application g 1— > Per{g). II suffit done de construire 
g G Diff^(M) proche de / possedant une orbite periodique contenue dans le (5-voisinage de K qui 
intersecte chaque boule B{zj,6). Nous introduisons comme precedemment les cubes Cj C Cj. 
Nous supposerons de plus que chaque Cj est un cube quadrille dont Cj est une tuile centrale 
(comme pour la section [2?8l) . 

D'apres la premiere partie du theoreme, il existe un segment d'orbite 7 = {/'^(a;)}o<A:<L qui 
rencontre chaque cube Cj et qui est contenu dans le (5-voisinage de K. Nous considerons un 
segment d'orbite do = {f''{x)}Li<k<Lf qui rencontre chaque cube Cj et qui est minimal (pour 
I'inclusion) pour cette propriete. Nous notons Q = f^'{x) et C,f = f^f{x) ses points initial et 
final : ils sont chacun contenus dans un cube Cj et Cf. Nous montrons que, quitte a remplacer 
(To par un autre segment minimal, nous pouvons supposer que 

a) C,i a un itere negatif f~^'{Ci), f-i < Li, dans Cj, 

b) Cf a un itere positif f^^iCf), ^f^L — Li dans Cf. 

Supposons par exemple que a) n'est pas satisfait. Puisque 7 rencontre Cj et puisque gq est 
minimal, il existe L'j > Lf tel que f^f{x) appartient a Cj et possede un itere positif f^f~^^f{x), 
(.f + L'f < L, dans Cj. II existe alors L'^ > Lj tel que le segment Uq = {/'^(2;)}L'<fe<L'. soit 
un nouveau segment minimal. Par construction la propriete b) est satisfaite par a^. Si a) n'est 
toujours pas satisfaite, on repete cette construction. A chaque etape, L'j augmente et puisque 7 
est fini, ce procede doit s'arreter : on obtient alors a la fois a) et b). 

Introduisons a present un segment d'orbite 7' contenu dans le (5-voisinage de K et rencontrant 
les cubes Cj et Cf. La reunion de 7' et de 7 contient une pseudo-orbite a sauts dans les tuiles 
de Cj et Cf et contenant do. Par construction (Tq \ {C«)C/} evite les cubes Cj et C/ et rencontre 



les autres cubes Cj. Nous pouvons done, comme en section a), perturber / et construire un 
diffeomorphisme g €zU possedant une orbite periodique qui contient (Tq et done rencontre chaque 
cube Cj. Cette orbite est contenue dans le (5-voisinage de K. □ 
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4.4 Application : etude de la stabilite moUe 

Un des buts des systemes dynamiques consiste a decrire comment les invariants dynamiques 
varient lorsque Ton perturbe le systeme. Ceci conduit a la notion de stabilite. Puisque la stabilite 
structurelle et ITi-stabilite (voir section [721) sont pas dense dans Diff^(M), d'autres formes de 
stabilite ont ete proposees. En suivant une idee de Zeeman, Takens a introduit |176| une stabilite 
affaiblie. La stabilite structurelle a lieu lorsque I'espace des orbites est rigide ; la stabilite molle 
exprime que I'espace des orbites du systeme change peu lorsque I'on perturbe la dynamique. 

Par exemple, si /C(M) designe I'espace des ensembles compacts de M muni de la topologie 
de Hausdorff, Takens montre le theoreme suivant [176| . 

Theoreme 4.8 (Takens). L'ensemble des points de continuite de chaque application f i— > 7^er(/), 
/ ^ ^if) et f ^ ^(/) definies sur Diff"'^(Af) et a valeurs dans JC{M) contient un Gs dense. 

Pour TZif), c'est une simple consequence de la proposition 12.91 Pour Vei{f), c'est une conse- 
quence du theoreme 12.11 de Kupka-Smale et pour ^{f), c'est une consequence du lemme de 
fermeture de Pugh (theoreme I2.7|l . Q 

Pour decrire comment M se decompose en orbites, on travaille dans I'espace /C(/C(Af)) des 
families fermees d'ensembles compacts de M et on introduit pour tout diffeomorphisme /, 

Orb(/) : l'ensemble des parties compactes invariantes de M qui sont limite de Hausdorff d'adhe- 
rences d'orbite de /. 

Un diffeomorphisme / est mollement stable ("tolerance stable") si c'est un point de continuite de 
I'application / i-^ Orb(/) definie sur Diff^(M). 

Conjecture de stabilite molle (Zeeman). L'ensemble des diffeomorphismes mollement stables 
contient un Gs dense de BiS^M). 

A notre connaissance, cette conjecture reste ouverte, mais nous pouvons traiter des questions 
analogues. La structure de I'espace des orbites est decrite par les elements suivants de /C(/C(M)) : 

Cl(/) : l'ensemble des parties compactes invariantes de M, 

Per(/) : l'ensemble des parties compactes invariantes de M qui sont limites de Hausdorff d'or- 
bites periodiques, 

frrans(/) : l'ensemble des parties compactes invariantes de M qui sont faiblement transitives, 

pTrans(/) : l'ensemble des parties compactes invariantes de M qui sont transitives par chaines, 

OrbF(/) : l'ensemble des parties compactes invariantes de M qui sont limites de Hausdorff de 
segments d'orbites finis, 

pOrb(/) : l'ensemble des parties compactes invariantes de M qui sont limites de e-pseudo- 
orbites pour tout e > (parfois appelees orbites etendues de /). 

Les proprietes de stabilite correspondantes sont verifiees. 

Proposition 4.9. L'ensemble des points de continuite des ensembles Cl(/), Per(/), fTrans(/), 
pTrans(/), OrbF(/) ei pOrb(/) contient un Gs dense de Diff^(M). 

^Remarquons que puisque generiquement dans Difr^(Af), on a = T^if), il n'y a pas de C" fi-explosion, 

repondant ainsi au probleme 19 de |120| . 
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Takens avait traite |1761I177] le cas des ensembles Cl(/), Per(/) et pOrb(/). La proposition 
s'obtient par des arguments de semi-continuite. Pour Per(/), on utilise le lemme de fermeture 
et pour fTrans(/), on utilise le corollaire 14.61 

Concernant la conjecture initiale de Zeeman, Takens a donne |177| le critere suivant. 

Theoreme 4.10 (Takens). Si I'ensemble des diffeomorphismes f tels que Orb(/) = pOrb(/) 
contient un Gs dense de Diff^(M), alors la conjecture de stabilite molle est vraie. 

Du theoreme 14.41 on deduit que OrbF(/) = pOrb(/) pour un Gs dense de Diff^(M). La 
conjecture de Zeeman est done reliee au probleme suivant. 

Question 4.11. A-t-on Orb(/) = OrbF(/) pour f dans un Gs dense de Diff^(M) ? 
Le theoreme 14.41 montre aussi que Per(/) = fTrans(/) = pTrans(/). 

4.5 Problemes 

D'autres problemes de connexion d'orbites restent ouverts et peuvent etre interessants pour 
des applications. 

a) Fermeture asymptotique. 

Question 4.12 (Fermeture asymptotique). Considerons un voisinage U de f E DifF^(M) et x 
un point de M. 

- Existe-t-il g pour lequel x appartient d la variete stable d'une orbite periodique hyper- 
bolique O ? 

- Peut-on demander de plus que les adherences des orbites positives de x sous f et sous g 
restent proches en topologie de Hausdorjf ? Que O et V ensemble des valeurs d' adherences 
de I'orbite positive de x sous f soient proches pour la distance de Hausdorff ? 

Une reponse positive impliquerait la densite des varietes stables et instables d'orbites pe- 
riodiques pour un diffeomorphisme C^-generique (voir [36] pour une reponse partielle). Elle 
permettrait egalement de montrer la conjecture de stabilite de Zeeman (voir |49|). 

b) Orbites avec visites rares. 

Question 4.13. Supposons que / verifie une condition C^-generique et considerons un ensemble 
compact et transitif par chaines A contenu dans une classe de recurrence par chaines K. Fixons 
un point x G \ A, un voisinage U de A et > 0. 

Existe-t-il une orbite periodique ayant un point proche de x et passant une proportion de 
temps superieure a 6 dans U ? 

Un tel resultat permettrait d'etendre a toute la classe K certaines proprietes satisfaites sur 
A. Voir la section [7.101 On renvoie a [60] pour d'autres problemes de connexion d'orbite. 



Chapitre 5 

Hyperbolicite non uniforme 



Certaines proprietes connues pour les systemes hyperboliques s'etendent a des classes plus 
generales de dynamiques. C'est I'objet par exemple de la theorie de Pesin |128| qui decrit la 
dynamique associee a une mesure ergodique dont aucun exposant de Lyapunov ne s'annule, pour 
des diffeomorphismes de classe C^+^ (les arguments ne se generalisent pas a la topologie C^, 
voir |141| ). Nous presentons dans ce chapitre de tels resultats, non perturbatifs et valables en 
classe C^. 

5.1 Decomposition dominee 

Domination. Considerons un ensemble invariant K dont le fibre unitaire tangent est la somme 
directe de deux sous-fibres lineaires invariants par I'application tangente : T^M = EQF. C'est 
une decomposition dominee s'il existe un entier iV > 1 tel que pour tout x G K et tons u S E(x), 
V G F{x) unitaires on a 

e 

On dira aussi que la decomposition est N -dominee lorsque Ton souhaitera preciser I'entier N . 
La decomposition est non triviale si les dimensions de E et F ne sont pas nulles. On etend cette 
definition et on considerera aussi des decompositions dominees ayant plus de deux facteurs. 

Proprietes. Voici quelques proprietes des decompositions dominees (voir [SU appendice B]). 

- Tout ensemble invariant K possede une decomposition dominee T^M = Ei (B • • • ® E^ la 
plus fine : pour toute autre decomposition dominee TkM = E ® F, il existe < A; < ^ tel 
que E = 0i<i<fcSi et F = ®k+i<i<eEi- 

- Les decompositions dominees s'etendent a I'adherence de K. Elles passent a la limite : si 
(/„) est une suite de diffeomorphismes convergeant vers /, si (Kn) est une suite d'ensembles 
compacts /^-invariants qui converge en topologie de Hausdorff vers si chaque ensemble 
Kn porte une decomposition A^-dominee En © Fn telle que la dimension de En ne depende 
pas de n, alors les fibres En et Fn convergent vers des fibres E, F au-dessus de K qui 
induisent une decomposition A^-dominee TkM = E (B F . 

- Si I'ensemble compact K possede une decomposition dominee E(BF pour /, tout ensemble 
contenu dans un voisinage de K et invariant par un diffeomorphisme g proche de / possede 
egalement une decomposition dominee en sous-fibres de la meme dimension. 
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Hyperbolicite partielle. Un ensemble K est dit partiellement hyperbolique s'il admet une 
decomposition dominee T^M = E'^ ® E'^ ® E"^ et un entier > 1 tels que E'^ et i?" soient 
respectivement A^-uniformement contractes et A^-uniformement dilates (i.e. on a (ll.4.1|) ) et ne 
soient pas tous deux triviaux. 

Les notions d'hyperbolicite, hyperbolicite partielle, decompositions dominees ne dependent 
pas de la metrique riemannienne. Gourmelon a montre [63] que Ton pent toujours trouver une 
metrique pour que dans ces definitions I'hyperbolicite ou la domination se voient des la premiere 
iteration, i.e. en tout point x G K on a : 

5.2 Families de plaques 

On pent associer a tout ensemble ayant une decomposition dominee une famille de sous- 
varietes qui generalise les varietes invariantes locales des ensembles hyperboliques. 

Definition 5.1. Soit K un ensemble invariant avec une decomposition dominee TkM = Fi (B 
E®F2. 

Une famille de plaques tangente a E est une application continue W: E ^ M satisfaisant : 

- pour tout X ^ K , I'application induite Wx : E^ ^ M est un plongement pour lequel 
Wx(0) = X et dont I'image est tangente en x a -E^ ; 

- iy^x)xeK est une famille continue de plongements C^. 

La famille de plaques W est localement invariante s'il existe p > tel que pour tout x € K, 
I'image de la boule B{0,p) C Ex par / o Wx est contenue dans la plaque Wf(^x)- 

D'apres [79], theoreme 5.5], il existe toujours des families de plaques localement invariantes. 

Theoreme 5.2 (Hirsch-Pugh-Shub). Pour tout ensemble compact invariant K dont I'espace 
tangent possede une decomposition dominee T^M = E @ F , il existe une famille de plaques 
localement invariante tangente a E. 

Remarque 5.3. a) En general, les plaques ne sont pas definies dynamiquement. Par conse- 
quent, deux plaques peuvent avoir des points d'intersection isoles et la famille de plaques 
n'est pas unique a priori. 

b) On pent enoncer une version uniforme de ce resultat : il existe des voisinages U de K 
etU C Diffi(M) de / et une collection de families de plaques {Wg)g£i( tangentes aux 
continuations {Eg)g^u du fibre E et definies au-dessus des ensembles invariants maximaux 
{Kg) de U tels que 

^ 0^g,x)g&A,x£Kg est une famille continue de plongements C^, 

- les families de plaques sont uniformement localement invariantes : il existe p > tel que 
pour tous g gU et X £ Kg, I'image de la boule B{0, p) C Eg^^ par / o Wg^x est contenue 
dans la plaque Y^g^g^x) ■ 

c) Lorsqu'il y a une decomposition dominee TkM = Fi (B E (B F2 en. trois fibres, on pent 
obtenir une famille de plaques localement invariante tangente a E' en intersectant des 
families de plaques localement invariantes tangentes a Fi ® et kE®F2 respectivement. 

d) Les plaques seront generalement de petit diametre. 
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5.3 Points hyperboliques 

Considerons un entier > 1 et un ensemble compact invariant K muni d'une decomposition 
dominee TkM = E®F. 

Definition 5.4. Un point x ^ K est N-hyperbolique le long de E si pour tout A; > on a : 

k-i 

i=0 

L 'existence de points hyperboliques fait souvent appel au lemme de Pliss |130| . Dans le cas 
d'orbites periodiques, on obtient le resultat suivant. 

Proposition 5.5 (Consequence du lemme de Pliss). Pour ensemble invariant K ayant une 
decomposition dominee T^M = E ® F , il existe p € (0, 1) avec la propriete suivante. Pour tout 
N > 1 suffisamment grand et pour toute orbite periodique hyperbolique O = {x, . . . , f^{x) = x} 
de K satisfaisant 

n \\Dp{-)f\E\\ < e"", (5.3.1) 

I'ensemble des points N -hyperboliques de O a une proportion superieure a p. 

Remarque 5.6. Lorsque la condition 15.3. II est egalement satisfaite pour les iterations de Df~^ le 
long de F, on obtient des points simultanement hyperboliques le long des espaces E et F. 

En effet, on choisit un entier N premier. On applique la proposition au fibre E et on considere 
un point x S O qui est A^-hyperbolique le long du fibre E. On applique ensuite la proposition 
au fibre F : il existe un point y & O qui est A^-hyperbolique le long de F pour f~^. Puisque 
est premier, on pent le mettre sous la forme y = f~^^{x). On choisit A; > minimal avec cette 
propriete. Le fait que les points f^{y), /^^(y),- • •, f^^{y) ne soient pas A^-hyperboliques le long 
de F implique pour tout I < j < 

j 

Yl\\Dj.N^y)f^/\\>e-~\ 

i=l 

La domination entre E et F entraine alors (si N est suffisamment grand), 

1=0 

pour tout I < j < k. Puisque x = f^^{y) est A^-hyperbolique pour E, ceci est encore vrai pour 
tout /c > 0. Par consequent, y est simultanement A'^-hyperbolique le long de E et F. 

5.4 Varietes invariant es 

Par un argument classique (voir par exemple [H section 8]), tout point qui est A^- hyperbolique 
le long de E possede une variete stable tangente a E. 
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Proposition 5.7. Considerons un ensemble compact invariant K dont I'espace tangent possede 
une decomposition dominee T^M = E ® F , une famille de plaques localement invariante W 
tangente a E et un entier N > 1. II existe e, (5 > tels que pour tout point x ^ K qui est 
N -hyperbolique le long de E, I'ensemble 

a les proprietes suivantes : 

- WE'ix) est une sous-variete injectivement immergee tangente d E^{x) et ne depend pas de 

- la boule B{0,6) C Wx est contenue dans We^{x) et son image par est contenue dans 
Wjfc(2.) pour tout k > 0. 

L'ensemble Ws^ix) est appele variete stable forte de x associee a E^ et note lors- 
qu'il n'y a pas d'ambiguite sur le fibre -E*. On definit de fagon symetrique la variete instable 
forte We-^{x) (encore notee VF""(x)). Dans le cas de la decomposition E^ © d'un ensemble 
hyperbolique, la variete We^{x) coincide avec l'ensemble stable W^{x). 

Remarque 5.8. On pent enoncer une version uniforme de ce resultat. 

Le resultat suivant decoule des propositions 15.51 et 15.71 et pent servir a borner le nombre de 
classes homoclines d'un diffeomorphisme. II a ete demontre initialement par Pliss |130| dans le 
cas d'une decomposition dominee triviale (TkM = E) pour majorer le nombre de puits d'un 
diffeomorphisme . 

CoroUaire 5.9. Pour tout ensemble invariant K ayant une decomposition dominee TkM = 
E (B F et tout entier N > 1, il existe k > 1 ayant la propriete suivante. 

Dans toute famille d'orbites periodiques {Oi, . . . , O^} de K verifiant pour tout 1 < i < k, 

n \\D.fE\\ < e-c-'i^^^) et n Px./|/|| < e-card(0,)^ (5 4,1) 

il existe au moins deux orbites Oi,Oj homocliniquement reliees. 



5.5 Mesures hyperboliques 

Si fj, est une mesure de probabilite invariante sur M, le theoreme d'Oseledets (voir [Ml 
theoreme S.2.9]) associe a //-presque tout point x G M une unique decomposition invariante 
T^M = El (B • • • (B Eg et des reels Ai < A2 < • • • < As tels que pour tout u G Ei \ {0} la quantite 

-log||I),r.n|| 
n 

converge vers Aj lorsque n tend vers ±00. 

On appelle Aj V exposant de Lyapunov de x selon I'espace Ei et on lui affecte la multiplicite 
dim(£'i). La suite ordonnee des exposants de Lyapunov de ^, comptes avec multiplicite, est le 
vecteur de Lyapunov L{x, fj,) de x. Lorsque /i est ergodique, le vecteur de Lyapunov ne dependent 
pas du point x. 



5.6. PISTAGE GENERALISE 
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Considerons une mesure ergodique dont le support K ait une decomposition dominee T^M = 
E (B F. Alors I'exposant de Lyapunov maximal de en restriction au fibre E est egal (voir [85] ) 
a la limite 



La proposition suivante issue de [4] permet de construire des varietes invariante en tout point 
regulier d'une mesure ergodique. II permet de retrouver une partie de la theorie de Pesin lorsque la 
regularity du diffeomorpliisme est seulement mais en presence d'une decomposition dominee. 

Proposition 5.10 (theoreme 3.11 de [4]). Considerons une mesure ergodique dont le support K 
ait une decomposition dominee T^M = E (B F. Lorsque I'exposant de Lyapunov maximal de n 
en restriction au fibre E est strictement negatif, fi-presque tout point est hyperbolique le long de 
E et possede done une variete stable forte tangente a E. 

Lorsque est ergodique et que les exposants de Lyapunov sont tons non nuls en /i-presque 
tout point, nous disons que est hyperbolique. 

5.6 Pistage generalise 

Definition 5.11. Fixons > 1 et un ensemble invariant K muni d'une decomposition dominee 
TkM = E®F. Un segment d'orbite {x, /(x), . . . , /"(x)} de longueur n = l.N > contenu dans 
K est N -hyperbolique pour la decomposition dominee E ® F s.\ pour tout 1 < A; < ^ on a : 



Liao a demontre [90j [91] le lemme de pistage suivant qui generalise le lemme de pistage 
classique de la theorie hyperbolique (voir aussi [59]). 

Theoreme 5.12 (Pistage generalise, Liao). Soit K un ensemble invariant muni d'une decom- 
position dominee TkM = E (B F. Fixons N > 1 et 5 > 0. 

II existe alors e > tel que pour toute famille de segments d'orbites {xi, f{xi), . . . , /"'(xj)}, 
i € 8%, contenus dans K, qui sont N -hyperboliques et satisfont 



il existe une orbite periodique {y, /(y), . . . , /^(y) = y} de periode r = ni + • ■ ■ + telle que 



Avec la proposition 15. 10^ ceci permet d'approximer les mesures ergodiques par des orbites 
periodiques. 

Corollaire 5.13. Soit /i une mesure ergodique dont le support K possede une decomposition 
dominee non triviale TkM = E (B F telle que les exposants de Lyapunov de /i soient strictement 
negatifs le long de E et strictement positifs le long de F . 

II existe alors une suite d'orbites periodiques hyperboliques (Oj)jgN qui converge vers K en 
topologie de Hausdorff et dont les mesures induites convergent vers /x. 

De plus, il existe un entier N > 1 tel que |5..^.-?D ait lieu pour tout i assez grand. En parti- 
culier, toutes les orbites Oi, sauf un nombre fini, sont homocliniquement liees et K est contenu 
dans leur classe homocline. 




k-l k-l 



i=0 i=0 



yi£Z/sZ, d{r^{x^),Xi+i) <e, 



yie{l,...,s} etke{0,..., n,}, (i(ri+-+"-^+'=(y), fH^^)) < 5- 
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5.7 Lemmes de selection 

Liao [HHIEI] (voir aussi |184| ) et Mane [99] ont donne d'autres cadres oii le lemme de pistage 
generalise s'applique : la difficulte est de selectionner des segments d'orbites hyp erb cliques. 

Theoreme 5.14 (Lemme de selection de Liao). Considerons un ensemble compact invariant K 
muni d'une decomposition 1-dominee non triviale T^M = E (B F et X & {0, 1), tels que les deux 
conditions suivantes soient satisfaites. 

- Tout sous-ensemble compact invariant de K contient un point x verifiant pour tout n > 1 : 

n-1 

^l|i^Vr(^))ll<A^ 

i=0 

- II existe un point y £ K tel que pour tout n > 1 on ait : 

n-1 

ll\\Df\E{f{y))\\>l. 

Pour tous A_ < A+ < 1 proches de 1, il existe alors dans tout voisinage de K une orbite periodique 
contenant un point p satisfaisant pour tout n > 1 : 

n n 

En particulier, on peut trouver une suite de points periodiques homocliniquement relies entre eux 
et qui converge vers un point de K . 

Le lemme de selection de Mane suppose que I'un des fibres de la decomposition est uniforme. 

Theoreme 5.15 (Lemme de selection de Marie). Considerons un ensemble compact invariant 
K muni d'une decomposition 1-dominee non triviale T^M = E (B F A € (0, 1) tels que 

- le fibre F est uniformement dilate, 

- la dynamique restreinte d K n'a pas d'ouvert errant, 
et tels que les deux conditions suivantes soient satisfaites. 

- II existe un ensemble dense V C K de points x verifiant : 

n-1 

liminfnP/|i?(r^(^))ll'/"<A. 

n— ►oo 

- II existe un point y £ K tel que pour tout n > 1 on ait : 

n-1 

nii^w(2/))ii>i- 

Alors, la conclusion du theorem,e \5.H\ a lieu. 



5.8. FIBRES NON UNIFORMES 
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Dans le cas ou K est une classe homocline H{q), on pent choisir un ensemble dense T> de 
points periodiques homocliniquement lies a q. Les points periodiques obtenus par le theoreme lS.lSI 
peuvent etre choisis "homocliniquement relies" a un point de V. On obtient alors le resultat 
suivant, demontre dans |37| . 

Corollaire 5.16 (Bonatti-Gan-Yang). Considerons une classe homocline H = H{p) munie 
d'une decomposition dominee ThM = E ® F telle que F soit uniformement dilate et dim(F) = 
dim(£''"(p)). Si E n'est pas uniformement contracts, il existe alors une suite d'orbites periodiques 
hyperboliques {Oi) homocliniquement liees a p et pour tout N >1, I'une de ces orbites n'a pas de 
point N -hyperbolique le long de E. 

5.8 Fibres non uniformes 

Voici une application du lemme de selection de Liao, issue de [5l], qui permet d'analyser 
I'existence de fibres non uniformes. 

Theoreme 5.17. Supposons que pour tout 1 < i < d et tout diffeomorphisme g C^-proche de f 
I'ensemble Veri{g) des points periodiques d'indice i ait une decomposition dominee T-p^^-.f^g-^M = 
Ei © Fi telle que dim(£^j) = i. 

Considerons un ensemble compact invariant K ayant une decomposition dominee T^M = 
E F. Si le fibre E n'est pas uniformement contracts, I'un des cas suivant se produit. 

1. K intersecte une classe homocline H{p) associee d un point periodique d'indice strictement 
plus petit que dim(£') . 

2. K intersecte des classes homoclines H{pn) associees a des points periodiques ayant un 
indice egal a dim(ii^) et ayant un exposant de Lyapunov le long de E arbitrairement proche 
de 0. 

3. K contient un ensemble compact invariant A muni d'une structure partiellement hyperbo- 
lique TaM = E" ® E"" ® E"" telle que est de dimension 1 et dim(£'*) < dim(£;). De 
plus, pour toute mesure ergodique supportee par A, V exposant de Lyapunov le long de E^ 
est egal d 0. 

Ce theoreme fait naturellement apparaitre des ensembles hyperboliques ayant une structure 
partiellement hyperbolique avec un fibre central de dimension 1. Puisque les exposants de Lya- 
punov de toute mesure invariante supportee sur cet ensemble sont nuls le long du fibre central, 
les techniques presentees dans ce chapitre ne permettent pas de decrire plus precisement la dy- 
namique. Nous introduirons au chapitre [9] les modeles centraux qui permettent d'analyser la 
dynamique dans la direction centrale d'un point de vue topologique. 

Demonstration. Puisque E n'est pas uniformement contracte, il existe une mesure ergodique ^ 
supportee par K dont I'exposant de Lyapunov maximal le long de E est positif ou nul. 

D'apres le lemme de fermeture ergodique (theoreme 14. ip et son addendum, il existe une suite 
de diffeomorphismes Qn — > /, et une suite d'orbites periodiques associees (0„) qui converge vers 
le support de en topologie de Hausdorff et dont les exposants de Lyapunov convergent vers 
ceux de /x. D'apres I'hypothese sur la domination des orbites periodiques, les orbites 0„ ont au 
plus un exposant proche de 0. Par consequent /i a au plus un exposant de Lyapunov proche de 
0. 
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Si est hyperbolique, I'indice des orbites 0„ est egal a la dimension des espaces stables 
de /i. Par passage a la limite, il existe done une decomposition dominee 7supp(^)M = E' ® F\ 
avec dim(ii^') < dim(£^). D'apres le corollaire 15.131 K intersecte une classe homocline d'indice 
dim(S'). Ceci donne le premier cas du tlieoreme. 

Si /i n'est pas hyperbolique, on construit de la meme fagon une decomposition dominee 
^Supp(^)-^ = E' E^ (B F, telle que les exposants de fj, sont strictement negatifs le long de E' , 
strictement positifs le long de F' et nuls le long de E'^. On a dim(£^'^) = 1. 

On peut choisir // pour que la dimension de E' soit minimale et on note K = Supp(/i). On 
en deduit que pour toute mesure ly supportee par K, I'exposant le long du fibre central E'^ de K 
est negatif ou nul. 

On peut aussi avoir choisi K minimal pour I'inclusion et ces proprietes. Ainsi, pour tout sous- 
ensemble compact invariant propre K' C K, I'exposant de toute mesure le long du fibre central 
est strictement negatif. II est meme inferieur a une constante —e car dans le cas contraire la 
mesure serait hyperbolique (il y a au plus un exposant proche de 0). Comme precedemment, K 
intersecterait une classe homocline ayant des orbites periodiques d'indice dim(£") + 1 < dim(£') 
dont I'exposant le long de E^ est e-proches de 0. On serait alors dans le cas 1) (si dim{E') + 1 < 
dim(S)) ou dans le cas 2) (si dim(S') + 1 = dim(S)) du theoreme. 

Si K contient une mesure d'exposant central strictement negatif, on peut appliquer le lemme 
de selection de Liao et K intersecte une classe homocline ayant des orbites periodiques d'indice 
dim(S') + 1 dont I'exposant le long de E^ est arbitrairement proche de 0. On est alors a nouveau 
dans le cas 1) ou 2). 

Si toutes les mesures supportees par K ont un exposant central nul, on est dans le cas 3) du 
theoreme. □ 

5.9 Classes hyperboliques par chaines 

Considerons un ensemble invariant une decomposition dominee T^M = E F et une 
famille de plaques W tangente a E. On definit les notions suivantes. 

- W est piegee si pour tout x & K on a 

/(n^)cw^(,). 

- W est finement piegee si pour une base de voisinages U de la section de E, il existe : 

1. une famille de diffeomorphismes {fx)xeK de {Ex)xeK qui est continue en topologie 

et supportee dans U ; 

2. une constante p > telle que pour tous x £ K on a B{0, p) C U H Ex et : 

f{WxO^x{B{0,p))) C Wf^x) o ipf^x){B{0,p)). 

Bien stir, si W est finement piegee, il existe une famille de plaques tangentes a E (et de 
diametres arbitrairement petits) qui est piegee. Par ailleurs, toute autre famille de plaques 
W' tangente a et localement invariante est egalement finement piegee : il existe p > 
tel que pour tout x € K la boule B{0,p) C E^ est envoyee par W^^ dans Wx- Ceci justifie 
la definition : 

- E est finement piegee s'il existe une famille de plaques tangente a £' et finement piegee. 



5. 1 0. DIFFEOMORPHISMES ROB USTEMENT HON HYPERBOLIQ UES 



63 



Nous avons propose [52] une nouvelle definition d'hyperbolicite affaiblie. 

Definition 5.18. Une classe homocline H{p) est hyperbolique par chatnes si 

- elle possede une decomposition dominee Tf/(p)M = E'^^ ® E'^'^ en deux fibres ; 

- il existe une famille de plaques W^'^ tangente a E^^ piegee par / et une famille de plaques 
W^" tangente a et piegee par ; 

- il existe un point periodique hyperbolique qs homocliniquement relie a I'orbite de p dont 
I'ensemble stable contient W^^ et il existe un point periodique hyperbolique qu homoclini- 
quement relie a I'orbite de p dont I'ensemble instable contient W™. 

Les families de plaques W^^ et jouent alors le role des varietes stables et instables locales 
des ensembles hyperboliques : elles sont respectivement contenues dans les ensembles stables et 
instables par chaines de la classe H{p). Ceci justifie la terminologie "hyperbolicite par chaines". 
En particulier, une propriete de produit local est satisfaite (voir [52]). 

Lemme 5.19. Considerons une classe homocline H{p) hyperbolique par chaines. 

1. il existe un sous-ensemble dense d'orbite periodiques O homocliniquement reliees dp telles 
que pour tout q e O on a W^j' C W'{q) et W^" C ; 

2. pour tout X G H{p) on a W^'' C pW%x) et W^" C pWix) ; 

3. tout point d 'intersection transverse entre deux plaques etWy^ , x,y £ H{p), est contenu 
dans H{p). 

L 'hyperbolicite par chaines est robuste aux perturbations (voir |52|). 

Theoreme 5.20 (Crovisier-Pujals). Considerons une classe homocline H{p) hyperbolique par 
chatnes telle que : 

- H{p) coincide avec sa classe de recurrence par chatnes, 

- les families de plaques W'^'* et W^" sont finement piegees respectivement par f et /~^. 
Alors pour tout diffeomorphisme g € Diff^(iVf) proche de f la classe homocline H{pg) de g 
associee a la continuation hyperbolique de p est encore hyperbolique par chatnes. 

Nous donnons des exemples de classes hyperboliques par chaines robustement non hyperbo- 
lique en section suivante. 

5.10 DifFeomorphismes derives d'Anosov robustement non hyper- 
boliques 

Smale a construit [171] un diffeomorphisme hyperbolique ayant un attracteur non trivial 
en modifiant un diffeomorphisme d'Anosov lineaire du tore T^. II est obtenu en deformant le 
diffeomorphisme initial pres d'un point fixe : la perturbation est petite en topologie mais 
grande en topologie C^. 

Cette idee de deformer au voisinage d'un point fixe a ete reprise par Marie [93], puis par 
Bonatti-Viana [H] pour construire un diffeomorphisme robustement transitif et non hyperbo- 
lique. (Avec cet argument, on pent aussi construire des exemples d'attracteurs robustes non 
hyperboliques (voir [46]).) Nous expliquons ici comment construire de telles dynamiques dans le 
cas le plus simple. Voir aussi [35l section 7.1]. 
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On considere un diffeomorphisme d'Anosov lineaire A du tore T'^ avec valeurs propres reelles 
< Af < A2 < 1 < A", et un point fixe p. L 'application A pent done etre eerite loealement 

A : {x,y,z) ^ (A".x, X^y, A^.z). 

Introduisons un diffeomorphisme g qui fixe p, coincide avec A hors d'un petit voisinage de p 
et de la forme 

9 ■ {x,y,z) ^ (A".j;, gx{y,z)). 

II preserve done le feuilletage stable !F^^ de A. On demande egalement que 

- \\Dg\;^cs \\ < A", de sorte que g preserve une domination entre I'espace centre-stable (tangent 
aux feuilles de J^'^^) et un fibre instable, 

- g contracte strictement les aires le long des feuilles de !F^^ . 

Le diffeomorphisme initial A possede ces proprietes mais nous allons voir que d'autres diffeomor- 
phismes peuvent etre interessants. 

Fixons alors a,b » 1 et definissons un diffeomorphisme / qui coincide avec A hors d'un 
voisinage de p et prend la forme suivante au voisinage de p 

f : {x,y,z) 1-^ (A".x, {ah)~^ .gax{ahy,abz)). 

Pour a grand, / differe de A dans une boule centree en p de rayon arbitrairement petit. Pour h 
grand, le fibre instable de / est arbitrairement proche de celui de A et sa dilatation est arbitrai- 
rement proche de A". 

Les diffeomorphismes C^-proches de / possedent encore un feuilletage centre-stable. Ceci de- 
coule de [79l theoremes 7.1 et 7.2] puisque le feuilletage centre-stable de / est lisse et normalement 
hyperbolique. 

Les diffeomorphismes proches de / n'ont qu'une seule classe de recurrence par chaines. 

Proposition 5.21. Si Von choisit a,b assez grands, tout diffeomorphisme C^-proche de f est 
transitif. Plus precisement, est une classe homocline. 

Demonstration. L'argument est le meme que dans |41l section 6.2]. □ 

Proposition 5.22. Si a,b sont assez grands, est une classe hyperbolique par chatnes pour 
tout diffeomorphisem C"^ -proche de f . 

Demonstration. Considerons un point periodique q ^ p de A et une famille de plaques centre- 
stable W^* piegee pour A (i.e. une famille continue de varietes stables locales). Puisque / preserve 
le feuilletage stable T'^'^ de A et est arbitrairement proche de A en topologie C^, les plaques W'^'^ 
sont piegees par /. Pour a, b suffisamment grands, I'orbite de q coincide pour A et pour / et de 
plus Wg* C W^{q) pour /. Pour les diffeomorphismes h proches de / en topologie C^, il existe 
un feuilletage centre-stable proche de T'^'^ . Par consequent il existe encore une famille de plaques 
centre-stable Wff qui est proche de la famille W^** pour la topologie C^. Cette famille est done 
egalement piegee pour h et la plaque de la continuation q^ de q est contenue dans la variete 
stable de qh- 
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Puisque le fibre i?" est uniformement dilate par /, il existe une famille de plaques W" 
tangente a piegee par et satisfaisant Wg C W^{q). Ceci est egalement verifie par tout 
diffeomorphisme h proche de / en topologie C^. 

Avec la proposition 15.211 ceci montre que est une classe hyperbolique par ctiaines. □ 

Pour obtenir une dynamique robustement non hyperbolique, il sufRt de choisir g avec des 
points fixes hyperboliques pi,P2 d'indices 1 et 2. Voir la figure ISTTl Puisque pi,P2 appartiennent 
a une meme classe homocline robustement, tout diffeomorphisme proche de / pent etre approche 
par un diffeomorphisme ayant un cycle heterodimensionnel. 




Fig. 5.1 - Deformations de A dans la variete stable locale de p. 

On peut construire g avec une structure partiellement hyperbolique TM = E^ (B E^ ® E^ 
avec trois fibres de dimension 1. Aucun diffeomorphisme au voisinage de / ne peut alors avoir 
de tangence homocline (voir la section [7?5l) . 

On peut aussi choisir p2 avec des valeurs propres stables complexes. Dans ce cas, pour aucun 
diffeomorphisme proche de /, la classe homocline H{pi) (contenant P2) n'a pas de decomposition 
dominee de la forme TM = E ® F avec dim(£') = 1. On en deduit (voir le theoreme 17.151 plus 
loin) que tout diffeomorphisme proche de / est accumule par des diffeomorphismes pour lesquels 
pi a une tangence homocline. 

Ceci fournit des exemples de dynamiques moderees heterodimensionnelle et critique mention- 
nees en introduction. 

Corollaire 5.23. // existe sur T"^ des dynamiques generiques moderees heterodimensionnelles 
critiques et non critiques. 



CHAPITRE 5. HYPERBOLICITE NON UNIFORME 



Chapitre 6 

Reduction de la dimension ambiante 



On peut toujours representer les dynamiques C -generiques de dimension d au sein des dyna- 
miques generiques de dimension superieure : il suffit de les realiser sur des sous-varietes invariantes 
normalement hyperboliques (voir la construction en section rO]) . Ceci permet d'obtenir tres sim- 
plement de nouvelles classes d'exemples : du plienomene de Newhouse, on deduit I'existence (en 
dimension 4) de classes de recurrence par chaines accumulees par des selles isolees (des orbites 
periodiques hyperboliques qui ne sont ni des sources ni des puits et dont la classe homocline 
est triviale). Dans ce chapitre nous etudions le probleme reciproque : etant donne un ensemble 
invariant K , peut-on detecter I'existence d'une sous-variete invariante qui le contient ? Nous 
presentons le critere issu de [24] . 

6.1 Variete normalement hyperbolique 

Considerons un ensemble compact invariant K muni d'une decomposition dominee Tj^M = 
E ® E"^ telle que E'^ est uniformement dilate. Supposons qu'il existe une sous-variete N C M 
contenant K, tangente a E (et de dimension dim(ii^)), qui soit localement invariante : il existe 
un voisinage U K dans N tel que f{U) C N (voir la figure IHTT]) . 



Fig. 6.1 - Variete normalement hyperbolique localement invariante au voisinage de K. 




E' 
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II est facile de voir que tout point dont I'orbite est contenue dans un petit voisinage de K 
appartient a N. Un argument classique de transformee de graphe (voir [JH [24]) entraine que 
cette propriete est encore verifiee pour les diffeomorphismes proches. 

Theoreme 6.1. Considerons un ensemble compact invariant K muni d'une decomposition domi- 
nee T^M = E(B E^ telle que E^ est uniformement dilate, et une sous-variete N C M contenant 
K , tangente a E, qui est localement invariante au voisinage de K . 

II existe alors un voisinage T, de K dans N qui est une sous-variete a bord localement in- 
variante par f, un voisinage U de K dans M et un voisinage U de f dans Diff^(M) tels que 
pour tout g £ U il existe Eg sous-variete a bord C^-proche de S verifiant : I 'ensemble maximal 
invariant de g dans U est contenu dans T,g et gi^'g (^U) C T,g. 

6.2 Existence de sous-variete localement invariante 

Reprenons le cadre de la section precedente. Tout point x £ K possede une variete instable 
forte W^'^{x) = We^{x) tangente a E^{x). II est alors facile de voir que pour tout x € la 
variete W^'^{x) n'intersecte K qu'au point x. En effet, si W'^'^{x) recoupe K en y, en considerant 
les images de x^y pour un itere /~" avec n > large, on obtient deux points f~^{x),f^"{y) 
arbitrairement proches et joints par une courbe tangente a un champ de cone instable, transverse 
a la direction E. 

Cette propriete admet une reciproque (voir [24|). 

Theoreme 6.2 (Bonatti-Crovisier). Considerons un ensemble compact invariant K ayant une 
decomposition dominee Tk = E (B E^ telle que E'^ est uniformement dilate. 
II existe alors une sous-variete a bord N C M de dimension dim(£') qui : 

- contient K dans son interieur, 

- est tangente a E aux points de K , 

- est localement invariante au voisinage de K , 
si (et seulement si) la propriete suivante est verifiee. 

(I) Pour tout x & K, la variete instable W^^{x) ne rencontre K qu'au point x. 

6.3 Idee de la preuve du theoreme 16.21 

Nous utilisons le theoreme d'extension de Whitney en classe C^ (voir par exemple [9j Ap- 
pendice A]). 

Theoreme 6.3 (Whitney). Considerons une partie fermee A <ZW^ et if: A W^~^ une appli- 
cation continue. Les deux proprietes suivantes sont equivalentes : 

1. if s'etend en une fonction M** ^ M*^"* de classe , 

2. il existe une application continue D definie sur A et a valeurs dans I'espace d' applications 
lineraires L{W ,R''-~'^), telle que I'application R: A x A ^ M'^"'* definie par : 



R{x, y) = {^{y) - v{x)) - D{x).{y - x), 



verifie : pour tout z £ A, la quantite 
tendent vers z. 



, \\R{x,y) 



tend vers lorsque les points x ^ y de K 



y-x 
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En travaillant dans des cartes, I'ensemble K du theoreme 16.21 peut etre localement decrit 
comme le graphe d'une application tp: W ^ R'^~^, ou s = dim(£') : les axes W x {y} et 
{x} X M'^"** sont respectivement tangents a des champs de cones autour des directions E et 
En effet, si Ton fixe une section locale S de la lamination par varietes instables fortes, on peut 
projeter localement K sur S par holonomie. L'hypothese (I) du theoreme 16.21 se traduit par 
I'injectivite de cette application. 

Le fibre E definit une application K L(M^,M'^~*). Si la condition ([2]) n'est pas satisfaite, 
on peut trouver des paires de points proches x,y telles que y — x soit uniformement transverse 
a un champ de cones autour de la direction E. Par consequent, la dynamique dilate le vecteur 
y — x par iterations positives : il existe n > 1 tel que la distance d{f^{y), f^{x)) soit proche de 1 ; 
par ailleurs, le vecteur f^{y) — /"(x) (vu dans une carte) est proche du champ E'^ . En prenant 
une suite de points telle que d{x,y) tende vers 0, I'entier n tend vers +oo. Le long d'une 

suite extraite, /"(x) converge vers un point xq £ K et f^{y) vers un point yo G K (1 W^^{xo), 
contredisant l'hypothese (I). La condition ([2]) du theoreme de Whitney est done satisfaite. 

A I'aide d'une partition de I'unite, on obtient une variete differentiable a bord Sq de dimension 
dim(£') qui contient K dans son interieur et qui est tangente a E aux points de K. Un argument 
de transformee de graphe, permet de modifier Sq pour obtenir une variete localement invariante 
au voisinage de K. 



6.4 Application : existence de feuilletages stables 

Nous pouvons retrouver tres simplement I'existence d'un feuilletage stable au voisinage de 
tout ensemble hyperbolique pour les diffeomorphismes de surface de classe (voir [1231 appen- 
dice A] pour une demonstration classique). 

Theoreme 6.4. Considerons un diffeomorphisme f de classe d'une surface M et un ensemble 
hyperbolique K C M. II existe alors un feuilletage de classe , defini au voisinage de K et 
localement invariant par f, qui est tangent au fibre stable de K . 

Demonstration. Puisque / est de classe C^, il induit un diffeomorphisme / de classe sur 
le fibre unitaire tangent vr: T^M M. Le fibre stable E^ au-dessus de K defini un ensemble 
compact invariant K C T^M qui releve K. 

En tout point x £ K, notons E^^{x) le sous-espace de T^T^M tangent aux fibres de vr. Ceci 
definit un fibre continu invariant i?"" au-dessus de K . On verifie facilement qu'il existe C > 
tel que pour tout n > 1, on ait pour tout x € 



II n ^ II 

D^r?, > c-^.- — ' „ . 

II XJ tj^uu II — Ur) fn 



Transversalement aux fibres, la norme de Df^ est bornee par Ceci montre que 

K possede une decomposition dominee en trois fibres E'^ © E^ © E^^ telle que E^ et E^ se 
projettent par vr respectivement sur E^ et E'^. 

En chaque point x, on peut considerer la variete instable forte tangente a : par 

construction c'est I'ensemble T^^^^M\ {E^{x)}. Par consequent, elle coupe Kenx uniquement. 

Nous pouvons done appliquer le theoreme 16.21 et considerer une sous- variete N C T^M contenant 
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K, tangente a (B et localement invariante. La projection N ^ M induite par vr est un 
diffeomorphisme local, injectif sur K, done injectif au voisinage de K. On peut done interpreter 
N comme un champ de droites au voisinage de K qui est localement invariant par Df et qui 
etend le champ E^ defini au-dessus K. Le feuilletage s'obtient alors en integrant ce champ 
de droites. □ 



6.5 Problemes 

a) Classes pelliculaires. Nous avons vu en introduction qu'il existe des classes de recurrence 
par chaines accumulees par des orbites periodiques qui ne sont ni des puits ni des sources : pour les 
exemples construits, la dynamique est supportee par une sous-variete normalement hyperbolique. 
On peut se demander s'il existe des exemples plus interessants. 

Question 6.5. Existe-t-il un ouvert non vide U C Diff^(M) et un Gs dense Q C U forme 
de diffeomorphismes ayant une classe homocline H{p) avec la propriete suivante ? La classe 
H{p) n'est pas contenue dans une sous-variete normalement hyperbolique et est accumulee par 
des orbites periodiques selles dont I'indice n'appartient pas a I 'ensemble des indices des points 
periodiques de H{p). 

L. Diaz appelle classe pelliculaire une classe homocline ayant de telles proprietes. 

b) Connexions fortes. Lorsque la condition (I) n'est pas verifiee, il peut etre utile de chercher 
un point periodique x € K tel que W^^{x) \ {x} rencontre K. Ceci peut permettre de creer des 
connexions fortes (voir la section [8^ pour la definition). Nous sommes alors interesses par des 
enonces de la forme : K satisfait (I) ou bien possede une connexion forte. 

Nous obtiendrons dans certains cas de tels enonces en sections 110.31 et 110.51 



Chapitre 7 

Bifurcations de points periodiques 



Nous avons rassemble dans ce chapitre divers resultats perturbatifs sur les suites periodiques 
d'applications lineaires. Grace au lemme de Pranks (theoreme 12.21) . on obtient des resultats per- 
turbatifs sur les orbites periodiques des diffeomorphismes. Comme consequence, nous deduisons 
que les diffeomorphismes C^-generiques dont I'ensemble recurrent par chaines n'admet pas de 
decomposition domine possede une infinite de puits ou de sources (phenomene de Newhouse). 
Nous demontrons aussi le theoreme d'O-stabilite en utilisant le lemme de connexion pour les 
pseudo-orbites. Finalement, nous presentons le theoreme de Pujals-Sambarino-Wen-Gourmelon 
qui fait le lien entre les tangences homoclines et I'absence de decomposition dominee. 

7.1 Cocycles lineaires periodiques 

Definition. Un cocyde lineaire periodique A est la donnee d'une suite E d'espaces euclidiens 
[Ei)i^i de dimension d, d'une suite d'isomorphismes lineaires Ai: Ei — > Si+i et d'un entier 
r > 1, tels que £'i+r = Ei et ^j+r = Ai pour tout i. On appelle r sa periode. Les valeurs propres 
de A sont les valeurs propres de I'endomorphisme Ar ■ ■ ■ Ai. Ses exposants sont les quantites 
A = ^ log \a\ ou a parcourt I'ensemble des valeurs propres. 
On dit que A est borne par K > 1 si pour tout i on a 

sup(P,||, ||A"-ill) 
On dit que les cocycles A et B sont e-proches si pour tout z on a 

snp{\\A-Bil \\Ar^-Br^\\)<s. 

Sous-fibres. Si E' = {E[) est une suite de sous-espaces de dimension d', egalement r-periodi- 
que, qui est invariante par ^4, on obtient par restriction un cocycle A' de E' . Si A est borne par 
K, le cocycle A' Test egalement. Reciproquement si A' est un cocycle de E' borne par K , c'est 
la restriction d'un cocycle A de E borne par K. Si A' et B' sont e-proches, leurs extensions A 
et B seront egalement e-proches. 

Hyperbolicite. On dit que E est uniformement contracte a la periode, s'il existe > 1 tel 
que pour tout i S Z on ait : 

n \\iA^j+i).N-i+i-..Aj.N+i)\\<e-^/''. (7.1.1) 

0<j<T/N 
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C'est une propriete plus forte que la contraction a la periode (toutes les valeurs propres du 
produit At . . . Ai sont de module strictement plus petit que 1) mais plus faible que la contraction 
uniforme (il existe > 1 tel que pour tout i G Z on a ||(j4j_|_7v-i . . . < e~^). 

On dit que E admet une decomposition dominee E = F (B G, s'il existe deux suites r- 
periodiques F = (Fi) et G = (Gi) de sous-espaces supplement aires qui sont A-invariantes et s'il 
existe > 1 tel que, pour tout i G Z et tons u G Fi, v G Gi unitaires, on ait : 

\\{Ai+N-i---Ai).u\\ < -\\{Ai+N-i---Ai).v\\. (7.1.2) 

e 

La decomposition est non triviale si les dimensions de F et de ne sont pas nulles. 

On dit aussi que E est N -uniformement contracte d la periode ou que la decomposition 
E = F (B G est N -dominee pour la dynamique de A, lorsque (|7.1.ip ou (|7.1.2p se produisent. 

7.2 Contraction uniforme a la periode 

Le resultat suivant a ete obtenu par Pliss |130| (voir aussi [89l lOTl [94] ). 

Theoreme 7.1 (Pliss). Pour tons d, K > 1, e > 0, il existe N,to > 1 et S > tels que pour 
tout cocycle periodique lineaire A de dimension d, home par K et de periode t >tq I'un des cas 
suivants se produit : 

- E est N -uniformement contracte d la periode ; 

- il existe une e -perturbation B de A qui possede un exposant positif. 

7.3 Valeurs propres reelles simples 

II est possible par pertubation de rendre les valeurs propres d'un cocycle lineaire periodique 
reelles. Ceci a ete demontre dans [23] pour la dimension 2 et generalise en dimension superieure 
dans [38]. 

Proposition 7.2 (lemme 6.6 de [23] et theoreme 2.1 de [38]). Pour tous d,K > 1, e > 0, il 

existe tq > 1 tel que tout cocycle periodique lineaire A de dimension d, home par K et de periode 
T > To possede une e-perturhation B telle que : 

- les valeurs propres de B sont toutes reelles et simples ; 

- pour 1 < i < d, les z^™^* exposants de A et de B (comptes avec multiplicite) sont e-proches. 

7.4 Domination 

Maiie a demontre [94] qu'en I'absence de decomposition dominee, on peut faire bifurquer 
les orbites periodiques de type selle d'un diffeomorphisme de surface pour les transformer en 
puits ou source. Ceci a ete generalise en dimension 3 par Diaz, Pujals et Ures [54] puis en 
dimension quelconque par Bonatti, Pujals et Diaz dans le cadre des dynamiques robustement 
transitives [33] : supposons que les diffeomorphismes proches de / € Diff^(M) soient tous transi- 
tifs, alors M possede une decomposition dominee pour /. Plus recemment, Bonatti, Gourmelon 
et Vivier ont donne [38] une preuve differente de ce resultat qui autorise a travailler avec des 
orbites periodiques n'appartenant pas a un meme ensemble transitif. 



7.5. TANGENCES HOMOCLINES 
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Theoreme 7.3 (Bonatti-Gourmelon-Vivier). Pour tous d, K > 1, e > 0, il existe N,tq>1 tel 
que pour tout cocycle periodique lineaire A de dimension d, home par K et de periode t > tq 
I'un des cas suivants se produit : 

- E possede une decomposition N -dominee non triviale ; 

- il existe une e -perturbation B de A dont toutes les valeurs propres sont reelles et de meme 
module. 

Comme consequence des theoremes 17.11 et 17.31 on retrouve un resultat de Mane |94| . 

Corollaire 7.4 (Mane). Pour tous d, K > 1, e > 0, il existe N,tq>1 tel que pour tout cocycle 
periodique lineaire A de dimension d, borne par K et de periode t > tq I'un des cas suivants se 
produit : 

- il existe une decomposition N -dominee E = E^ (B E^ telle que E^ et E'^ sont N-uniforme- 
ment contractus a la periode par A et A~^ respectivement ; 

- il existe une e -perturbation B de A ayant une valeur propre de module 1. 

Demonstration. Considerons des entiers N,tq superieur aux entiers donnes par les theoremes 17. II 
et 17.31 et considerons un cocycle A pour lequel le deuxieme cas du corollaire ne se produit pas. 

Considerons une decomposition A^-dominee E = F (B G (B H (eventuellement triviale) telle 
que tous les exposants selon F soient strictement negatifs et tous les exposants selon H soient 
strictement positifs. II existe une telle decomposition qui maximise les dimensions de F et de G. 
Nous pouvons appliquer le theoreme 17.31 a la restriction de A au fibre G. Puisqu'il n'existe pas de 
decomposition A^-dominee de G, on pent perturber le cocycle A pour rendre tous ses exposants 
selon G de memes signes. Puisque nous ne sommes pas dans le second cas du corollaire, les 
exposants selon G doivent deja etre de memes signes pour A, ce qui contredit la maximalite de 
F on de H. Nous avons done montre qu'il existe une decomposition A^-dominee E = E^ (B E^ 
telle que tous les exposants de A selon E^ sont strictement negatifs et tous ceux selon E'^ sont 
strictement positifs. 

En appliquant a present le theoreme 17.11 a chacun des fibres E^ et on obtient que E^ et 
i?" sont A^-uniformement contractes a la periode par A et A~^ respectivement. □ 

7.5 Tangences homoclines 

D'autres bifurcations associees aux orbites periodiques hyperboliques font intervenir les varie- 
tes invariantes. C'est la cas des tangences homoclines, particulierement importantes puisqu'elles 
engendrent des modifications importantes de la dynamique (voir [1231 [35] ). 

Definition 7.5. Une orbite periodique hyperbolique O a une tangence homocline s'il existe un 
point d'intersection non transverse z entre les varietes stables et instables de O. 

En dimension deux, Pujals et Sambarino ont montre |149| que si I'on ne pent pas approcher / 
par des diffeomorphismes presentant des tangences homoclines, I'ensemble des points periodiques 
de type selle de / possede une decomposition dominee. Ceci a ete generalise par Wen |182| en di- 
mension quelconque. Gourmelon [64] a ameliore ces enonces en donnant une version quantitative 
qui autorise a considerer chaque orbite periodique separement. 

Theoreme 7.6 (Pujals-Sambarino, Wen, Gourmelon). Pour tout voisinage U C DifF^(M) de 
f , il existe N,to > 1 et un voisinage V de f tels que pour go £ V et toute orbite periodique 
hyperbolique O de go de periode t > tq, I'un des deux cas suivants se produit : 
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- la decomposition TqM en espaces stables et instables est N -dominee, 

- il existe une perturbation g ^ U qui coincide avec go sur O et sur un voisinage arbitrai- 
rement petit de O telle que O a une orbite de tangence homocline contenue dans un petit 
voisinage de O. 

Avec le theoreme 17.11 et la proposition 17.21 on en deduit (par une demonstration similaire a 
celle du corollaire 17.41 voir [1831 lemmes 3.3 et 3.4]), 

CoroUaire 7.7 (Wen). Supposons que f n'est pas limite dans Diff^(M) de diffeomorphismes 
ayant une tangence homocline. 

II existe alors un voisinage U C Diffi(M) de f et N, tq, (5 > 1 tels que pour tout g et toute 
orbite periodique O de g, la decomposition TqM = EfQ)Eg(BE'^ en espaces caracteristiques dont 
les exposants de Lyapunov appartiennent respectivement a {—oo,—S], (—6,6), [6,+oo) verifie : 

- Eg est de dimension ou 1, 

- la decomposition Eg ® Eg (B Eg est N -dominee, 

- si la periode de O est superieure a tq, alors Eg et Eg sont N -uniformement contractus a 
la periode par g et respectivement. 

Ce resultat se generalise aux mesures ergodiques (voir [511 Corollaire 1.3] et |189| ). 

L'existence d'une tangence homocline est un phenomene de codimension 1 et d'apres le theo- 
reme 12.11 de Kupka-Smale I'ensemble des diffeomorphismes ayant une tangence homocline forme 
une partie maigre. On peut toutefois generaliser la definition precedente et definir une propriete 
qui apparait sur des ouverts de diffeomorphismes. 

Definition 7.8. Une orbite periodique hyperbolique O possede une tangence homocline robuste 
si elle appartient a un ensemble hyperbolique transitif K tel que pour tout diffeomorphisme 
g G Diff ^(M) proche de / la continuation hyperbolique Kg de K pour g possede deux points x, y 
tels que W^{x) et W'^{y) aient une intersection non transverse. 

Toute variete de dimension superieure ou egale a 3 possede des diffeomorphismes ayant des 
tangences homocline robustes (voir |108l section 8], [l8] et la section 17. 9p . En dimension 2, 
Newhouse a montre [106] qu'en topologie C^, il existe des tangences homoclines robustes. Moreira 
a montre [lOlj que ce n'est pas le cas en topologie . 

Theoreme 7.9 (Moreira). Lorsque dim(M) = 2, il n'existe pas de tangence homocline robuste 
dans Difr^(Af). 

7.6 Application (1) : phenomene de Newhouse en I'absence de 
decomposition dominee 

D'apres le theoreme 13.81 le phenomene de Newhouse existe en topologie sur toute variete 
de dimension superieure ou egale a 3. Parallelement a ces exemples, Mafie a montre [94] que 
tout diffeomorphisme de surface C^-generique est hyperbolique ou bien possede une infinite de 
puits ou de sources. Diaz, Pujals, Ures en dimension 3 (voir [54]), puis Bonatti, Diaz, Pujals en 
dimension quelconque [33] ont obtenu un resultat similaire. 

Theoreme 7.10 (Bonatti-Diaz-Pujals-Ures). Pour tout diffeomorphisme appartenant d un Gs 
dense Q C Diff^(M), toute classe homocline possede une decomposition dominee non triviale ou 
est contenue dans V adherence des puits ou des sources. 
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En particulier, toute classe de recurrence par chaines ayant de I'interieur ou isolee dans TZ{f) 
possede une decomposition doininee non triviale. 

En appliquant le corollaire 14.61 et le theoreme 17.31 nous obtenon [] une version du resultat 
precedent pour les ensembles transitifs par chaines. 

Theoreme 7.11 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). // existe un Gs dense Q C Diff^(M) tel que tout 
ensemble transitif par chaines d'un dijfeomorphisme f possede une decomposition dominee 
non triviale ou bien est limite pour la distance de Hausdorff d'une suite de puits ou de sources. 

On en deduit un enonce sur la dynamique globale. 

Corollaire 7.12 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). Pour tout dijfeomorphisme C^-generique, 

- ou bien il existe une decomposition de ^{f) en un nombre fini d'ensembles compacts inva- 
riants 

Q{f) = Ao U • • • U Arf 

tels que Aq U A^ est I 'union d'un nombre fini de puits et de sources et Aj possede une 
decomposition dominee non triviale, 

- ou bien f possede une infinite de puits ou de sources. 

Au voisinage d'une classe homocline isolee, le phenomene de Newhouse n'a pas lieu et on 
peut obtenir dans ce cadre un resultat plus fort. 

Theoreme 7.13 (Bonatti-Diaz-Pujals). Pour tout dijfeomorphisme f appartenant d un Gs dense 
Q C Diff^(M), toute classe homocline H qui est isolee dans TZ{f) est hyperbolique en volume. 

Plus precisement, H est une source, ou un puits, ou possede une decomposition dominee 
Th(o)M = E®E''®F telle que 

- E et F sont non degeneres, 

- il existe N > 1 tel que Df^ contracte uniformement le volume le long de E et dilate 
uniformement le volume le long de F . 

Demonstration. Si H{0) n'est pas un puits ou une source, il existe une decomposition dominee 
non triviale Tjj(^o)^ = E ® F. Nous pouvons supposer que dim(ii^) est minimale et il s'agit de 
montrer qu'il existe > 1 tel que -D/^ contracte uniformement le volume le long de E. 

La structure riemannienne sur M permet de definir le jacobien J(/, E) le long de E en chaque 
point de H{0) comme le module du determinant de Df\E. On obtient une fonction multiplicative 
sur K, i.e. J(/", E) = ( E) o /"~^) . . . J(/, E) pour tout n > 1. Si Ton suppose par I'absurde 
que le volume le long de E n'est uniformement contracte par Df^ pour aucun entier > 1, il 
existe une mesure de probability invariante supportee par K telle que / J(/, E)d^ > 0. Le lemme 
de fermeture ergodique (theoreme 14. 1|) implique qu'il existe une suite d'orbite periodiques (On) 
s'accumulant sur une partie de H{0) telles que pour tout e > 0, la moyenne de J(/, E) long de 
On soit superieure a — e pour tout n suffisamment grand. Puisque / satisfait une condition de 
genericite, on en deduit que tout voisinage de H{0) contient une orbite periodique Oe telle que 
la moyenne de J{f,E) le long de Oe soit strictement positive. 

Nous utilisons a present le fait que H{0) est isolee pour conclure que Oe est contenue dans 
H{0). La genericite de / implique alors que H{0) = H{Oe). La definition des classes homoclines 
implique que H{0) est limite de Hausdorff d'orbites periodiques sur lesquelles la moyenne de 
J(/, E) est strictement positive. Puisque dim(i?) est minimale, en appliquant le theoreme 17.31 
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on peut faire bifurquer I'une de ces orbites periodiques pour que tous les exposants de Lyapunov 
le long de E soient strictement positifs : on obtient alors une source dans un voisinage de H{0) 
arbitraire. Par un argument de genericite, nous en deduisons que H{0) est limite de Hausdorff 
de sources, contredisant le fait que cette classe soit isolee et ne soit pas elle-meme une source. □ 

Remarque 7.14. Le point cle de la demonstration consiste a montrer que s'il existe une suite 
d'orbite periodiques {On) s'accumulant sur une partie K de H{0) et dont la moyenne de J(/, E) 
long de On soit positive, on peut se ramener k K = H{0). 

Nous avons utilise la fait que H{0) est isole pour voir que les orbites On sont contenues dans 
H{0) puis nous nous sommes servi de la notion de points periodiques homocliniquement relies 
pour conclure K = H{0). Ce second argument sera pleinement exploite au chapitreO 

7.7 Application (2) : caracterisation de la stabilite 

Un probleme, formule par Palis et Smale [122] et qui a occupe les dynamiciens pendant 
les annees 1970-1980, est la caracterisation des dynamiques structurellement stables. Abraham 
et Smale ont montre [TOl 1170] que ces dynamiques ne sont pas dense dans Diff^(Af) lorsque 
dim(M) > 3. 

Definition. Nous disons qu'un diffeomorphisme / est structurellement stable (pour la topologie 
C^) si tout diffeomorphisme g appartenant a un voisinage de / dans Diff^(M) est conjugue a / 
par un homeomorphisme de M. Plus generalement, / est Cl-stable (pour la topologie C^) si pour 
tout diffeomorphisme g appartenant a un voisinage de /, les systemes {Q{f),f) et {^l{g),g) sont 
conjugues par un homeomorphisme h: ^{f) ^{g)- 

Conditions suffisantes. Smale a montre |171l I172| que les diffeomorphismes axiome A sans 
cycle sont fi-stables. 

Une fois que Ton sait que les diffeomorphismes axiome A sans cycles sont les diffeomorphismes 
hyperboliques (voir la section [L6]) . son resultat est une consequence du lemme de pistage pour 
les dynamiques hyperboliques. 

Pour un diffeomorphisme axiome A satisfaisant I'hypothese suivante : 

(transversalite forte) Vx,?/ G 0(/), Vz G W'{x) n VF"(y), T,M = T^W'{x) + T^Wiy), 

Robbin |153j et Robinson |157| ont montre que / est structurellement stable (la demonstration 
est bien plus delicate que pour I'Q-stabilite). 

Conditions necessaires. Palis et Robinson ont montre [1131 1154] que pour un diffeomorphis- 
me axiome A, les conditions "sans cycle" ou "transversalite forte" sont necessaires pour avoir 
rr^-stabilite ou la stabilite structurelle respectivement. Palis et Mane ont montre plus tard que 
I'axiome A lui-meme est necessaire [99l 1114] . 

On obtient alors le theoreme suivant. 

Theoreme d'O-stabilite. Pour tout diffeomorphisme il y a equivalence entre les proprietes : 

- f est Q-stable (pour la topologie C^), 

- f est hyperbolique (definition \1.3\} . 

- f possede la propriete (*) suivante : 
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(*) Toute orbite periodique de tout g € Diff (M) proche de f est hyperbolique. 
L'equivalence avec la troisieme propriete a ete montree par Pranks, Aoki et Hayashi [57l [T3l 

ED]. 

Demonstration de ITi-stabilite. Nous avons deja explique pourquoi les diffeomorphismes hy- 
perboliques sont 0-stables. Supposons a present que / G Diffi(M) est 0-stable. D' apres le theo- 
reme de Kupka-Smale, il existe des perturbations arbitrairement petites de / dont les nombre 
d'orbites periodiques de chaque periode est fini. La stabilite implique que / a aussi cette pro- 
priete. Supposons que / ait un point periodique p non hyperbolique : avec le lemme de Pranks, il 
est possible de perturber / pour que p ait une valeur propre racine de I'unite et que la dynamique 
au voisinage de I'orbite de p soit topologiquement conjuguee a la partie lineaire de / le long de 
I'orbite de p : on obtient ainsi une infinite de points periodiques de meme periode au voisinage 
de p pour une petite perturbation de /, ce qui contredit la stabilite. Puisque I'O-stabilite est une 
propriete ouverte, nous avons montre que ITi-stabilite entraine la propriete (*). 

Supposons finalement que / satisfait (*). Remarquons que cette propriete permet de suivre 
continiiment toute orbite periodique le long d'un chemin de diffeomorphismes proches de /. 
D 'apres le corollaire 17.41 il existe un entier > 1 tel que pour tout < i < d et tout dif- 
feomorphisme g proche de /, I'ensemble Ver:i{g) des points periodiques d'indice i possede une 
decomposition A^-dominee et leurs directions stables et instables sont A^-uniformement contrac- 
tees a la periode par g et g~^ respectivement. Le corollaire 15.91 montre que / n'a qu'un nombre 
fini de classes homoclines distinctes. Nous en deduisons : 

Affirmation. / n'a qu'un nombre fini de classe de recurrence par chaines. 

Demonstration. Si ce n'etait pas le cas, on pent considerer une suite arbitrairement longue Uq C 
Ui C • • • C Uk = M d'ouverts filtrants (i.e. f{Ui) C Ui) telle que C/j+i \ Ui contient une classe 
de recurrence par chaines. Par une perturbation arbitrairement petite donnee par le lemme de 
fermeture, on pent creer dans C/j+i \ Ui une orbite periodique. Puisque (*) est satisfaite cette 
orbite pent etre associee a une orbite periodique O de / et puisque la suite (Uq, Ui, . . . ,Uk) est 
filtrante, O appartient a U+i \ U. On pent done trouver k orbites periodiques pour / qui ne 
sont pas homocliniquement reliees, contredisant la borne sur le nombre de classes homoclines de 
/. □ 

Nous montrons par I'absurde que / est hyperbolique. Si ce n'est pas le cas, il existe une classe 
de recurrence par chaines K qui n'est pas hyperbolique. Nous avons vu qu'elle est isolee dans 
Tl{f)- Puisque / a la propriete (*), toute orbite periodique contenue dans un voisinage de K pour 
un diffeomorphisme g proche de / pent etre associee a une orbite periodique de K. D'apres le 
lemme de fermeture, K contient done des orbites periodiques. Soit i I'indice maximal des points 
periodiques contenus dans K. 

Affirmation. Veii{K) n'est pas hyperbolique. 

Demonstration. En effet si Veii{K) est un ensemble hyperbolique A, il se decompose en un 
nombre fini de classes homoclines hyperboliques disjointes. Soit H{p) I'une d'entre elles. Puisque 
H{p) est strictement contenu dans la classe de recurrence par chaines K, on pent trouver 
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^ K n W^{H{p)) \ A et x" £ K f] W^{H{p)) \ A. Le lemme de connexion pour les pseudo- 
orbites permet par une perturbation de creer une orbite homocline transverse en pour I'en- 
semble hyperbolique H{p) et un diffeomorphisme proche g. Le diffeomorphisme g possede done 
un ensemble hyperbolique A^ qui est la continuation hyperbolique de A, ainsi que des points 
periodiques d'indice i proches de : nous avons cree par perturbation de nouvelles orbites 
periodiques, contredisant (*). □ 



L 'ensemble 'Peii{K) est union d'un nombre fini de classes homoclines associees a des points 
periodiques d'indice i. L'une d'entre elles, notee H{p), n'est pas hyperbolique. D'apres ce qui 
precede, elle possede une decomposition dominee Tj^^^p-jM = E Q F telle que dim(£') est egale a 
la dimension stable de p. 

Affirmation. Le fibre F est uniformement dilate. 

Demonstration. Si I'on suppose par I'absurde que ce n'est pas le cas, il existe une mesure ergo- 
dique /i supportee par H{p) qui verifie / \\Df^^\\dfi > 1. En appliquant le lemme de fermeture 
ergodique, on obtient une orbite periodique O proche de H{p) pour un diffeomorphisme g proche 
de / pour laquelle le fibre F n'est pas A^-uniformement contracte a la periode par g~^. Si O est 
d'indice i, ceci contredit la propriete (*). Sinon O est d'indice superieur a i, contredisant le choix 
d'un indice maximal i. □ 

Pour conclure, nous appliquons le lemme de selection de Mane (theoreme I5.15P a I'ensemble 
H{p) et a la decomposition E (B F. Nous en deduisons que / possede une orbite periodique qui 
n'est pas A^-uniformement contractee a la periode le long de E. C'est une contradiction. □ 



7.8 Controle des varietes invariantes 

Les techniques de Gourmelon permettent de faire bifurquer une orbite periodique comme 
dans les sections precedentes, tout en controlant certaines orbites homoclines (voir [65]). En 
particulier, ceci permet [64] de creer des tangences a I'interieur d'une classe homocline. 

Theoreme 7.15 (Gourmelon). Toute classe homocline H{0) de f a l'une de ces proprietes : 

- il existe une perturbation g de f telle que O possede une tangence homocline, 

- il existe une decomposition dominee T^(o)M = E (B F telle que dim(£^) = dim(£^*(0)). 

Potrie a applique [134] les techniques de ce chapitre a I'etude des classes homoclines qui sont 
stable au sens de Lyapunov a la fois pour / et : puisqu'une telle classe H{p) reste un quasi- 
attracteur pour tout diffeomorphisme generique proche, il n'est pas possible de faire bifurquer 
l'une de ses orbites periodiques O en un puits tout en preservant I'intersection W^ip) fl W^{0). 

Theoreme 7.16 (Potrie). // existe un Gs dense Q C Diff^(M) tel que pour tout f £ G, toute 
classe homocline qui est stable au sens de Lyapunov d la fois pour f et possede une decom- 
position dominee non triviale. 

Les bifurcations d'orbites periodiques avec controle de la classe homocline seront plus large- 
ment etudiee au chapitre [8l 



7.9. EXEMPLES D'ABRAHAM-SMALE 
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7.9 Exemples d' Abraham- S male 

Nous reprenons la methode de construction de Abraham-Smale pour obtenir les resultats 
deja mentionnes de [TOl 11651 [29l [T8] et [1081 section 8]. L'idee est de considerer des ensembles 
hyperboliques transitifs d'une variete de dimension trois dont le fibre stable est un fibre en droites, 
mais dont la variete stable est de dimension deux (elle est feuilletee par les varietes stables des 
points de I'ensemble hyperbolique qui sont des sous- varietes de dimension un). 

Theoreme 7.17 (Newhouse |108| . Asaoka [IB]). Toute variete M de dimension > 3, possede un 
ouvert non vide U C DifF^(M) de diffeomorphismes ay ant une orhite periodique O qui presente 
line tangence homocline rohuste. De plus, la classe homocline H{0) n'a pas de decomposition 
dominee non triviale. 

D'apres le theoreme 17.111 pour tout diffeomorphisme / appartenant a un Gs dense de U, 
la classe homocline H est done limite d'une infinite de puits ou de sources. (Phenomene de 
Newhouse identifie par Bonatti-Diaz.) Ceci fournit un exemple de dynamique sauvage, mentionne 
en introduction. 

Demonstration. La construction utilise I'exemple du a Plykin [131] (voir aussi [1581 section 8.9 ]) 
en dimension deux d'un diffeomorphisme /o ayant un ensemble hyperbolique transitif A d'indice 
1 qui est un attracteur. Sa variete stable locale est un voisinage S de A feuillete par les varietes 
locales Wf^^{x), x € A. Voir la figure EH 




Fig. 7.1 - Exemple d'attracteur de Plykin. 

On peut alors plonger S x (—1, 1) dans M et considerer des diffeomorphismes / € Diff^(M) 
coincidant avec I'application {x,y) i— > (/o(x), //.y) sur S x (—1,1). Pour fi > 1 suffisamment 
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grand, la decomposition T^M = aux points z G A correspondant aux coordonnees {x,y) 

est dominee. On en deduit (voir par exemple le theoreme 16.11) que pour tout diffeomorphisme g 
proche de /, la continuation hyperbolique de A est contenue dans une sous-variete invariante 
Eg qui est C^-proche de S. 

Pour tout g proche de /, la surface est encore contenue dans I'ensemble stable de A^ 
et possede un feuilletage en varietes stables W['^^{z), z € A^. Fixons une orbite periodique 
O C A. Sa continuation Og appartient a une variete instable W'^{Og) de dimension 2 possedant 
un feuilletage par varietes instables fortes de dimension 1. Voir la figure [721 




Fig. 7.2 - Plongement de I'attracteur de Plykin en dimension 3. 

On pent alors modifier / liors d'un voisinage de S pour que W^^^O) et S aient un point 
d'intersection transverse ( hors de A tel que la feuille J^^^{C) soit tangente a M^""(0) et de 
sorte que ces proprietes restent satisfaites pour tout diffeomorphisme g € Diff^(M) proche de / 
et un point (g proche de (. Par consequent, I'ensemble hyperbolique Ag possede une tangence 
homocline robuste. Voir la figure 17.31 

On pent demander qu'au voisinage de ^, il existe une feuille de qui soit transverse a 
W^{0). Pour tout g proche de /, il existe done un point d'intersection non transverse (g entre 
une feuille de J^^^ et VF"(0) qui soit accumule par des points d'intersections transverses. Ceci 
implique que (g appartient a la classe homocline H{Og) associee a A^. 

De la meme maniere, on pent construire independemment un point d'intersection transverse 
^ hors de A entre W^{0) et S tel que la feuille ^""(C) soit tangente a S et de sorte que ces 
proprietes restent satisfaites pour tout diffeomorphisme g G Diff^(M) proche de / et un point 
proche de ^. 

La classe homocline H{Og) ne possede pas de decomposition dominee non triviale. En effet, 
si elle possedait par exemple une decomposition Tjj^Og)^ = E®F avec dim{E) = 1, il est facile 
de voir que I'espace Ef^^ coinciderait avec I'espace tangent a la feuille J^^''{(^g) en Q et I'espace 




Fig. 7.3 - Intersection critique de J^'^'^ et W^{0). 



-F^g avec I'espace tangent a W'^{0). Par construction ces espaces ne sont pas transverse et on 
obtiendrait une contradiction. □ 

Addenda. Cette construction offre beaucoup de souplesse. On pent plonger independemment 
les dynamiques {x,y) i— > (/o(x),/z.y) et {x,y) (/q"^(x), et ainsi construire un diffeo- 
morphisme / de M qui possede deux ensembles hyperboliques A, A', I'un d'indice 1 et I'autre 
d'indice 2, tels que : 

- A et A' sont chacun contenu dans une surface S, S' invariante par / et /"^ respectivement, 
ayant un point d'intersection transverse. 

- A, A' possedent chacun une orbite periodique 0,0' telles que les varietes invariantes (de 
dimension deux) W^iO) et W'^{0') aient un point d'intersection transverse. 

On obtient done la propriete suivante qui permet d'obtenir le theoreme 13.71 

// existe un ouvert non vide U C Diff^(M) de diffeomorphismes ayant des ensembles hyper- 
boliques A, A' d'indice 1 et 2 respectivement qui presentent un cycle robuste : W^"(A) n W^{h') 
et 1^"(A') n W'(A) sont non vides. 

En dimension plus grande, la meme construction permet de lier robustement des ensembles 
hyperboliques de tout indice compris entre 1 et d — 1 et d'empecher I'existence de decomposition 
dominee non triviale. 

7.10 Problemes 

a) Autres perturbations d'orbites periodiques. D'autres types de perturbations de co- 
cycles pourraient se reveler interessants et donner lieu a des resultats perturbatifs dans le meme 
esprit que ceux qui ont ete presentes dans ce chapitre. Par exemple, on peut poser les questions 
suivantes. 

- Sous quelles conditions peut-on perturber une orbite periodique pour obtenir k > 1 valeur 
propres de module 1 ? 

- Quels sont les indices que I'on peut atteindre par bifurcation ? 
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- Sous quelles conditions peut-on creer des valeurs propres complexes ? 

Nous renvoyons aussi a [65] pour d'autres types de contraintes sur les perturbations de co- 
cycles. 

b) Hyperbolicite en volume des classes isolees. La demonstration du theoreme 17.131 
permet de preciser la question 14.131 

Question 7.18. Supposons que / verifie une condition C^-generique, considerons une mesure 
ergodique pour / et un point x appartenant a la classe de recurrence par chaines du support 
de fi. 

Existe-t-il une suite de points periodiques (pn) convergeant vers x telles que la suite des 
mesures periodiques associees converge faiblement vers /i ? 

On obtiendrait alors une version plus forte des theoremes 17.101 et 17.131 et une reponse affir- 
mative a la question suivante. 

Question 7.19. Supposons que / verifie une condition C^-generique. 

Est-ce que toute classe homocline H (ou plus generalement tout ensemble transitif par chai- 
nes) verifie la dichotomic suivante ? 

- H est hyperbolique en volume ; 

- H (ou une partie de H) est limite de Hausdorff d'une infinite de puits ou de sources. 

c) Stabilite structurelle en regularite superieure. Nous avons deja signale que pen de re- 

sultats perturbatifs sont connus en regularite plus grande. En particulier, le lemme de Pranks (qui 
est la motivation principale pour les resultats de ce chapitre) devient faux (voir |152l theoreme 
D]). Nous renvoyons a |147j pour une discussion de la stabilite structurelle C", r > 1. 



Chapitre 8 

Points periodiques homocliniquement 
lies 

Au chapitre[7l nous avons considere separement les orbites periodiques d'un diffeomorphisme. 
Nous etudions a present les orbites contenues dans une meme classe de recurrence par chaines : 
elles sont liees par la dynamique. Ceci permet d'une part de propager certaines proprietes verifiees 
sur une partie a Tensemble de la classe et d'autre part d'obtenir de nouvelles orbites periodiques 
comme moyenne d'orbites periodiques de la classe (specification). 

8.1 Specification au sein d'une classe homocline (indice fixe) 

Bowen a montre [42] que I'ensemble des orbites periodiques contenues dans un ensemble 
basique d'un diffeomorphisme hyperbolique possede une propriete de specification. 

Definition 8.1. Un ensemble d'orbites periodiques O a la propriete de specification si pour tout 
e > et pour toute collection finie d'orbites Oi, . . . ,Os € O, il existe > 1 verifiant : pour 
toute suites finies {ii, . . . ,ii} C {1, . . . , s} et {ni, . . . , n^} C N, il existe une orbite periodique 
O = {x, /(x), . . . , /^(x) = x} appartenant a O et des entiers ki, . . . ,ki tels que : 

- < kj+i - (kj + Uj) < N pour tout j G {1, . . . , ^ - 1} et < (/ci + r) - {kg + ni) < N ; 

- f^{x) appartient au e-voisinage de Oj^ pour tons j ^ {1, . . . £} et kj < k < kj + nj — 1. 

Pour les ensembles hyperboliques, I'entier N ne depend pas des orbites Oi, . . . , Og. Le resultat 
de Bowen a ete generalisee [33] aux classes homoclinesQ 

Proposition 8.2 (lemme 1.9 de |33|). Pour tout point periodique hyperbolique p , I'ensemble des 
orbites periodiques hyperboliques homocliniquement reliees a p possede la propriete de specifica- 
tion. 

Les cocycles lineaires au-dessus d'une families d'orbites periodiques ayant la propriete de 
specification permettent plus de perturbations que les cocycles lineaires generaux etudies au 
chapitre [7l (II devient possible de remplacer une orbite periodique O par une orbite periodique 
O' passant une grande proportion de temps proche de O. La nouvelle orbite ressemble a O, mais 

^ La notion de specification definie dans [42] est plus generale, puisqu'elle autorise a travailler avec des segments 
d'orbites qui ne sont pas periodiques. La definition proposee par |33) . sous le terme de "transition", est, elle aussi, 
un peu differente : elle decrit les cocycles lineaires au-dessus d'une famille d'orbites periodiques. 
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tout evenement qui apparait le long de I'orbite de O apparait un grand nombre de fois le long 
de I'orbite de O' .) On obtient une version plus forte du theoreme 17.31 

Theoreme 8.3 (Bonatti-Diaz-Pujals). Pour tout e > 0, il existe N > 1 tel que toute famille 
d'orbites periodiques O de f ay ant la propriete de specification satisfait I'un de ces deux cas : 

- il existe une decomposition N -dominee non triviale au-dessus de O, 

- il existe une orbite O = {x, f{x), . . . , /^(x) = x} dans O et une e -perturbation Bi, . . . , 

de la dijferentielle Df{f{x)), . . . , Df{f'^{x)) de f le long de O tels que le produit Br ■ ■ ■ Bi 
soit une homothetie. 

8.2 Cycles heterodimensionnels 

Une autre bifurcation introduite dans |11Q| et mettant en jeu les varietes invariantes d'orbites 
periodiques s'est revelee importante (voir [35l chapitre 6]). Elle permet en particulier d'obtenir 
une propriete de specification entre points periodiques d'indices differents. 

Definition 8.4. Deux orbites periodiques hyperboliques Oi,02 forment un cycle heterodimen- 
sionnel si leurs indices sont differents et si W'^{Oi) H W^{02) et 1^^(02) n W'^{Oi) ne sont pas 
vides. 

Ce type de bifurcation a ete etudie intensivement notamment par L. Diaz et ses collaborateurs. 
Bien stir, I'ensemble des diffeomorphismes ayant un cycle heterodimensionnel forme une partie 
maigre de Diff^(Af). On peut toutefois renforcer la definition precedente. 

Definition 8.5. Deux orbites periodiques hyperboliques Oi, O2 forment un cycle heterodimensi- 
onnel robuste s'il existe des ensembles hyperboliques transitifs K, L contenant respectivement Oi 
et O2, tels que pour tout diffeomorphisme g G Diff^(M) proche de /, on a W'^{Kg)r)W'^{Lg) / 
et W^{Kg) n W^{Lg) / pour les continuations hyperboliques Kg,Lg de K et L. 

La section [Til] presente des diffeomorphismes avec cycles heterodimensionnels robustes. 

Connexions fortes. Nous presentons maintenant un cadre qui permet d'obtenir un cycle hete- 
rodimensionnel par perturbation. Considerons le cas ou K est muni d'une structure partiellement 
hyperbolique T^M = ® E*^ (B E^ avec dim(£"^) = 1 et supposons que pour tout voisinage 
U de K et tout (5 > 0, il existe un diffeomorphisme /' proche de / et une orbite periodique 
O contenue dans U dont I'exposant central appartient a {—5,5) et telle que W'^'^{0) \ O et 
W^^{0) \ O s'intersectent. On peut alors creer un cycle heterodimensionnel en appliquant la 
remarque suivante. 

Lemme 8.6. Soit O une orbite periodique ayant un unique exposant nul et telle que W""(0) \ 
O et W^'^i^O) \ O s'intersectent. II existe alors un diffeomorphisme -proche ayant un cycle 
heterodimensionnel. 

Demonstration. Par perturbation, on cree au voisinage de O deux orbites periodiques Oi,02 
ayant des exposants respectivement positifs et negatifs dans la direction centrale et connecte 
par un segment central. L 'intersection entre W^^{0) \ O et W^^{0) \ O permet d'obtenir une 
intersection entre 14^™ (O2) \ O2 et W{Oi) \ Oi. Voir la figure O □ 

Nous dirons qu'une orbite periodique O C K possede une connexion forte lorsque VF™(0) \0 
et W^O) \ O s'intersectent. 
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Fig. 8.1 - Creation d'un cycle heterodimensionnel. 

Connexions fortes generalisees. Nous donnons maintenant un mecanisme plus general que 
le lemme precedent pour engendrer des cycles heterodimensionnels (voir par exemple [52]). 

Lemme 8.7. Considerons une classe homocline H{p) verifiant : 

- il existe une decomposition dominee Tff(^p^M = E ® ® F telle que dim(i?^) = 1 et 
dim(£' © E^) coincide avec la dimension stable de p, 

- la variete stable forte W'^^{p) tangente a Ep coupe H{p) en un point different de p, 

et supposons qu 'il existe des orbites periodiques homocliniquement reliees a p ay ant des exposants 
centraux arbitrairement proches de 0. 

// existe alors un diffeomorphisme C^-proche ayant un cycle heterodimensionnel. 

Nous dirons qu'une classe homocline possede une connexion forte generalisee si elle verifie 
les deux proprietes du lemme precedent. 

8.3 Specification au sein d'une classe homocline (indice variable) 

Afin de travailler avec des orbites periodiques d'indices differents nous affaiblissons la pro- 
priete de specification. 

Definition 8.8. Un ensemble d'orbites periodiques O a la propriete du barycentre si pour tons 
e > 0, /9 G (0, 1) et Oi, O2 G O, il existe O = {x, f{x), . . . , f'^{x) = x} appartenant a O et des 
parties disjointes /, J C {1, . . . , r} tels que : 

- Card(/) >{p- e).T et Card(J) > (1 - p - e).r ; 

- /'^(x) appartient au e-voisinage de Oi (resp. de O2) pour tout k G I (resp. k € J). 

Pour un diffeomorphisme C^-generique, la propriete du barycentre est verifiee [4] au sein des 
classes homoclines. 

Theoreme 8.9 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). // existe un Gs dense Q C Diff^(M) tel que pour 
tout f Q et toute classe homocline H{p) de f , I'ensemble des orbites periodiques de f contenues 
dans H{p) a la propriete du barycentre. 

La demonstration reprend des arguments perturbatifs de [HH [6] : considerons deux orbites 
periodiques Oi,02 de periodes ti,T2, contenues dans H(p). En utilisant la proposition 17.21 on 
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peut toujours supposer que leurs valeurs propres sont reelles et de multiplicite egale a 1. On peut 
alors perturber / et obtenir un diffeomorphisme / pour lequel Oi et O2 sont reliee par un cycle 
heterodimensionnel (voir la section [3?3]) . 

On peut supposer de plus que le cycle est lineaire : il existe x G W'^{Oi) n W^{02), y G 
W(02) n WiOi) et des cartes (fi:Vi^ M.'^, ip2-V2^ M.'^ au voisinage de Oi et O2 tels que 

- dans les cartes ipi,if2, I'application / est affine et sa differentielle est diagonale ; 

- il existe un itere negatif /^^^ (x) (resp. /"« (y)) dont I'orbite negative reste proche de Oi 
(resp. O2) et un itere positif f^^ (x"*") (resp. ix~)) dont I'orbite positive reste proche 
de O2 (resp. Oi) tels que I'application /"^ (resp. /"■v^'^y) est afRne au voisinage de 
/"^ (x) (resp. f^y (y)) et sa differentielle est diagonale. 

Pour tous ^1,^2 suffisamment grands, on cree alors par perturbation de / au voisinage de x, 
une orbite periodique de periode ii.Ti + i2-T2 + n~ + n'^ + n~ + qui possede li.Ti iteres 
consecutifs dans Vi et £2 •''"2 iteres consecutifs dans ¥2- Par construction I'indice de I'orbite cree 
O est compris entre ceux de Oi et 02- De plus, pour un ouvert de diffeomorphismes, VF"(0) 
intersecte la variete stable de I'une des orbites Oi,02 et W^{0) intersecte la variete instable de 
I'autre. Puisque pour tout diffeomorphisme C^-generique au voisinage de / les classes homoclines 
de Oi et O2 coincident, il existe un diffeomorphisme proche de / pour lequel O appartient a 
cette classe. 

8.4 Application (1) : indices des classes homoclines 

Ceci permet de retrouver des resultats de [341 [6]. 

CoroUaire 8.10 ([MIE]). // exisie un Gs dense G C Difr^(M) tel que pour tout f ^ Q et toute 
classe homodine H{p) de f, I 'ensemble des indices des orbites periodiques de f contenues dans 
H{p) est un intervalle de N. 

En combinant ce resultat avec le theoreme 17.151 on obtient I'existence de fibres centraux de 
dimension 1 au-dessus des classes homoclines loin des tangences homoclines. 

CoroUaire 8.11 (Gourmelon [64]). // existe un Gs dense Q C Diff^(M) tel que pour tout f G Q 
et toute classe homodine H{p) de f I'une des deux proprietes suivantes est verifiee. 

- H{p) possede une decomposition dominee 

Th(p)M = E®EI®---®E1®F, 

telle que dim(£^) et d — dim(F) sont respectivement I'indice minimal et I'indice maximal 
de H{p) et chaque fibre Ef est de dimension 1. 

- II existe une orbite periodique O homocliniquement reliee a p et une perturbation g S 
Diff^(M) de f telle que la continuation hyperbolique de O a une tangence homodine. 

8.5 Application (2) : mesures generiques portees par une classe 
homodine isolee 

Void d'autres consequences tirees de [4]. 
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Corollaire 8.12 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). // existe un Gs dense Q C Diff (M) tel que pour 
tout f £ G et toute dasse de recurrence par chatnes K de f , qui est isolee dans T^if), toute mesure 
de probabilite invariante supportee sur K est limite faihle de mesures de probabilite supportees 
sur des orbites periodiques de K . 

En effet, la propriete est verifiee pour les mesures ergodiques d'apres le lemme de fermeture 
ergodique (theoreme l4.1l) . Les orbites periodiques appartiennent necessairement a K. Les mesures 
invariantes non ergodiques sont approchees par des barycentres de mesures ergodiques et on 
conclut en utilisant la propriete du barycentre. 

On en deduit le resultat suivant, demontre par Sigmund |164| dans le cas des ensembles 
hyperboliques localement maximaux transitifs et annonce par Mane [95| . 

Theoreme 8.13 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). // existe un Gs dense Q C Diff^(M) tel que pour 
tout f £ Q et toute classe de recurrence par chatnes K de f, qui est isolee dans TZ{f), I'ensemble 
des mesures de probabilite invariantes fx supportees dans K contient un Gg dense de mesures qui 
sont : 

- ergodiques, 

- de support total (^Supp(/i) = K), 

- d'entropie nulle, 

- hyperboliques, 

- et dont la decomposition d'Oseledets T^M = Ei (B ■ ■ ■ ® Eg en ^-presque tout point s'etend 
a I'espace tangent au-dessus de K en une decomposition dominee. 

Voici une consequence du theoreme precedent et de la proposition IS.lOi 

Corollaire 8.14 (Abdenur-Bonatti-Crovisier). Pour toute classe homocline isolee H{0) d'un 
diffeomorphisme -generique et toute mesure generique fi supportees sur H{0), presque tout 
point possede une variete stable et une variete instable. 

Utilisant la specification, Diaz et Gorodetski [53] obtiennent I'existence de mesures ergodiques 
non hyperboliques. 

Theoreme 8.15 (Diaz-Gorodetski). // existe un Gs dense Q C Diff^(M) tel que pour tout f G G 
toute classe homocline contenant des points periodiques d 'indices differents contient egalement 
une mesure invariante ergodique ayant au moins un exposant de Lyapunov nul. 

8.6 Application (3) : dynamique universelle 

Pour > 1, notons H)^ la boule standard fermee unite de M''" et Diff ^.(D*') I'espace des 
plongements C preservant I'orientation de D'^ dans I'interieur d'elle-meme, muni de la topologie 
r G [0,+oo]. 

Un diffeomorphisme est /c-universel si sa dynamique contient les dynamiques associees a une 
partie dense d'elements de Diffj^^^- ^(D'^). Donnons une definition plus precise. 

Definition 8.16. Considerons un entier 1 < k < d. Un diffeomorphisme / € Diff^(M) est 
k-universel au voisinage d'un ensemble compact invariant K par / si pour tout ouvert O C 
Diffjn^ et tout voisinage U de K, il existe un plongement D'^ — > M et un entier £ > 1 

verifiant : 
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1. I'image D de 1$^ dans M est disjointe de ses ^ — 1 premiers iteres, 

2. les ensembles f^{D), i G {0, 1} sont contenus dans U , 

3. f^{D) est contenu dans D et I'application ip~^ o o ip definie sur 1$^ appartient a O. 
Lorsque K = M nous dirons simplement que / est /c-universel. 

Remarque 8.17. 1. Si / est /c-universel au voisinage de I'application Test egalement 
puisque pour tout diffeomorphisme h € Diff|^^^^(D'''), il existe g € Diff .(.(D'^) tel que 
I'image de la boule standard |D'^ de rayon 1/2 par g contient dans son interieur ^D'^ et 
I'application x i— > 2.g~^{x/2) coincide avec h sur D'^. 

2. Les dynamiques generiques d-universelles sur une variete de dimension d sont les dyna- 
miques generiques les plus compliquees puisqu'elles contiennent toutes les pathologies asso- 
ciees aux diffeomorphismes generiques de Diffj^^^ + {^'^) '■ lorsque d > 3, une telle dynamique 
possede une infinite de puits et de sources, des cycles heterodimensionnels robustes, des 
tangences homoclines robustes,... 

Void un critere [28] d' existence de dynamique universelle. 

Theoreme 8.18 (Bonatti-Diaz). // existe un Gs dense de Diff^(Af) dont les diffeomorphismes 
sont d-universels au voisinage de toute classe homocline H{0) verifiant les proprietes suivantes : 

- H{0) n'a pas de decomposition dominee non triviale, 

- H{0) contient des orhites periodiques {x, f{x), . . . , /"^"^(x)} dont le jacobien a la periode 
I det Df^\ est de module strictement plus grand que 1, et des orhites dont le jacobien moyen 
d la periode est de module strictement plus petit que 1. 

Idee de la demonstration. On utilisera le lemme elementaire suivant (voir |78l Chapitre 8]). 

Lemme 8.19. Poiir tout k > 1, et tout element h G DiffJ^^ _^(D'''), il existe une application 
dijjerentiable if : M^' x [0, 1] ^ telle que 

- pour tout t G [0, 1], ht = H{.,t) est un diffeomorphisme de M*^ qui coincide avec I'identite 
hors d'une partie compacte de M'^ ; 

- /lo est I 'identite de M.^ ; 

- la restriction de hi a 3^ coincide avec h. 

Demonstration du lemme. On peut se ramener au cas ou h fixe 0. 

On construit tout d'abord une application H : B'' x [0, 1] ^ R'' de classe C°° telle que /iQ est 
I'identite sur D*' et hi coincide avec h sur D''. En effet, on peut choisir un chemin differentiable 
dans GL(n,M) entre Id et Doh parametre par [0, 1/2]. Pour s G (0, 1/2], on definit /is+i/2 comme 
restriction a D'^ de I'application x i— s~^.h{s.x). 

En differentiant I'application {x, t) ^ {ht{x), t) on obtient un champs de vecteurs de la forme 
{^ht,l). En I'etendant au moyen d'une partition de I'unite, on definit un champs de vecteurs 
dependant du temps {Xt)te[o,i] sur M.^ a support compact. L'application H est alors le flot 
associe. □ 

Considerons un voisinage ouvert U de H{0) et un element h G DifFJ^^- +(0'^). 

En utilisant le theoreme 18.91 on deduit qu'il existe dans H{0) un ensemble dense de points 
periodiques {x, /(x), . . . , dont le jacobien det Df^ est positif et dont le jacobien moyen 

a la periode (det Z?/^)^/"^ est arbitrairement proche de 1. On peut aussi choisir cet ensemble 
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pour qu'il ait la propriete de specification. Puisque H{0) n'a pas de decomposition dominee, 
il existe (theoreme I8.3P une telle orbite periodique {x, f{x), . . . , /"^"^{x)} et une perturbation 
arbitrairement petite /i de / pour laquelle D^fl est une homothetie. Puisque le jacobien moyen 
a la periode de I'orbite de x est proche de 1, on pent aussi perturber pour que D^fl soit I'identite 
de TxM . Une nouvelle perturbation /2 permet de creer un plongement ipQ-. 'W^ ^ M verifiant les 
proprietes [T] et [2] de la definition 18.161 et telle que /J coincide avec I'identite sur Dq = (p^ip'^). 

D'apres le lemme [87791 il existe une famille de diffeomorphismes {ht)t£[o,i] de M*^ et /3 > tels 
que /iQ = Id, hi coincide avec h sur D'' et pour tout t € [0, 1] le support du diffeomorphisme ht 
soit contenu dans la boule de rayon p. On choisit alors un entier L > 1 suffisamment grand pour 
que chaque diffeomorphisme Qi := o pour < i < L soit arbitrairement proche de 

I'identite de M*^ en topologie . Nous avons ainsi fragmente le diffeomorphisme h : 

hi = Ql^i - °9o- 

On pent perturber /2 en un diffeomorphisme /s ayant les memes proprietes sauf que ip^^ o 
/J 0(^0 coincide avec la rotation R d'angle 1/L € [0, 1] sur D'^. Si L est suffisamment grand, cette 
perturbation de /s est suffisamment petite. II existe une boule B C 1$^ disjointe de ses L — 1 
premiers iteres par R : c'est I'image de la boule standard p.D'' de rayon p par une homothetie 
T. Sur (Pq{R^{B)), pour < i < L, on remplace /s par la composition 

/s o {po o i?* o T) o Qi o {T^^ o R~' o Pq^). 

Par construction, cette application /4 est une petite perturbation de / dans Diff^(M). Si Ton pose 
I = L.T, la boule fo{B) est f-periodique, disjointe de ses £ — 1 premiers iteres et le plongement 
(f = Pq oT envoie D°' sur une boule D C B et verifie h = ip~^ o f^o ip sur D*^. 

Puisque Diffj^t +(D'^) est dense dans Diffi^^t .^(D"^), nous avons montre que pour tout dif- 
feomorphisme / ayant une classe homocline H{0) verifiant les hypothese du theoreme 18.181 
pour tout voisinage U de H{0), pour tout ouvert non vide O C Diff jjj^- _|_(D^), il existe une 
perturbation h' G Diff^(M) de / et un plongement : D'^ — > M tel que les proprietes [H [2l [3] de la 
definition 18. 161 soient satisfaites. On conclut la demonstration par un argument de genericite. □ 

Les constructions de la section [73] montrent que pour toute variete M de dimension d > 3, 
il existe un ouvert non vide O C Diff^(M) de diffeomorphismes ayant une classe homocline qui 
verifie les proprietes du theoreme 18.181 Voici une consequence. 

Corollaire 8.20. Pour toute variete de dimension d > 3, il existe un ouvert non vide O C 
Diff^(M) et un Gg dense de O forme de diffeomorphismes qui sont d-universels au voisinage 
d'une classe homocline H{0). 

Les dynamiques d-universelles impliquent I'existence de classes aperiodiques. 

Proposition 8.21 (Bonatti-Dlaz). Pour d > 3, il existe un Gs dense Q C Diff^(M) tel que tout 
diffeomorphisme d-universel f £ G possede un ensemble non denombrable de classes aperiodiques 
qui sont stables au sens de Lyapunov pour f et pour /~^. 
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Demonstration. II existe un ouvert O C DiffJ^^ ^_(D^) de diffeomorphismes ayant une classe 
homocline H{0) verifiant les proprietes du theoreme 18.181 En appliquant inductivement le theo- 
reme 18.181 on en deduit qu'il existe une suite de plongements : D'^ — s- M et d'entiers in tels 
que pour tout n > 1 : 

- I'image = 99„(D'^) est disjointe de ses premiers iteres et verifie C Int(D„) 
pour n pair et C Int(Z)„) pour n impair ; 

- le supremum des diametres des ensembles f^{ip^(J!)'^)) pour n > 1 et |fc| < ^„ tend vers 
lorsque n — > +oo ; 

^ Vn^ ° f^"y^n pour n pair et ip~^ o f~^"ipn pour n impair appartiennent a O ; 

- la suite (-Dn) est decroissante. 
L 'intersection decroissante 

^=n u /'(^-) 

n 0<fc<Ai 

possede une base de voisinages attractifs pour / et une base de voisinages attractifs pour f~^. 
Par consequent K est une classe de recurrence par chaines qui est stable au sens de Lyapunov 
pour / et f~^. Par construction elle n'a pas de point periodique. 

Remarquons que dans chaque orbite Dn U ••• U /^""^(i^n) on pent choisir deux orbites 
D^_^i, . . . , et D~_^i, . . . , f^"+^^^{D~_^i) disjointes. II existe done une collection non 

denombrable de suites (Dn) ayant les proprietes enoncees ci-dessus qui engendrent des classes 
aperiodiques deux a deux disjointes. □ 

Remarque 8.22. Les classes aperiodiques ainsi obtenues sont des odometres. En particulier, leur 
dynamique est minimale, uniquement ergodique. 

8.7 Melangeurs, obtention de bifurcations robustes 

Dans le cadre des dynamiques C^-generiques, Bonatti et Diaz ont identifie [28l [31] un me- 
canisme (les melangeurs) permettant de construire des cycles heterodimensionnels robustes. On 
pent se demander si tout diffeomorphisme ayant un cycle lieterodimensionnel pent etre approclie 
par un diffeomorphisme ayant un cycle lieterodimensionnel robuste. 

Theoreme 8.23 (Bonatti-Diaz). // existe un Gs dense Q C Diff^(M) tel que, tout f G G ayant 
deux orbites periodiques hyperboliques Oi,02 d'indices differents et contenues dans une meme 
classe de recurrence par chaines possede un cycle heterodimensionnel robuste. 

Le cycle heterodimensionnel robuste est contenu dans un petit voisinage de la classe H{Oi) = 
H{02). (Dans les bons cas, il appartient a la classe.) 

Bonatti et Diaz ont annonce |32| pouvoir rendre robuste une tangence homocline liee a une 
classe homocline ayant plusieurs indices. Ceci complete le theoreme 17.151 

Theoreme 8.24 (Bonatti-Diaz). // existe un Gs dense Q C Diff^(M) tel que pour tout f et 
toute classe homocline H(0) contenant un point periodique d'indice different de O, la dichotomic 
(robuste) suivante est verifie : 

- O possede une tangence robuste, 

- il existe une decomposition dominee Tjj(^o)^^ = E ® F telle que dim(£^) = dim(£^**(0). 
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8.8 Problemes 

Au cours des chapitres [7] et [HI nous avons obtenu des resultats d'existence d'orbites perio- 
diques par bifurcation de la dynamique au sein d'une classe de recurrence par chaines K. Nous 
pouvons distinguer trois sortes d'orbites periodiques : 

- les orbites periodiques contenues dans la classe K, 

- celles qui sont proches de K en topologie de Hausdorff, 

- celles contenues dans un voisinage de K. 

a) Completude des indices. Par exemple, le corollaire lS.lQI donne des informations sur I'en- 
semble des indices d'une classe homocline. Nous pouvons naturellement formuler des questions 
sur I'ensemble des indices des orbites periodiques contenues dans un voisinage d'une classe ho- 
mocline. Le probleme de I'existence de classes pelliculaires (question 16. 5p consiste a decrire le 
lien entre I'ensemble des indices d'une classe et I'ensemble des indices des orbites periodiques 
proches de la classe. 

Question 8.25. Supposons que / verifie une condition C^-generique et soit K une classe de 
recurrence par chaines. 

- Supposons que K soit limite de Hausdorff d'orbites periodiques d'indice i et j > i. Est-elle 
egalement limite d'orbites d'indice i pour tout i < £ < j ? 

- Supposons qu'une partie de K soit limite de Hausdorff d'orbites periodiques d'indice i. 
Est-ce egalement le cas de la classe K toute entiere ? 

Cette seconde question est bien sur reliee a la question 14. 131 Une reponse positive permettrait 
a partir de la remarque 17.141 de repondre a la question 17.191 (Voir aussi la discussion de la 
section [Q]) 

b) Dynamique au sein des classes homoclines. II serait tres interessant d'etendre le co- 
rollaire 18.121 aux classes homoclines non isolees. Les resultats de ce chapitre montrent que Ton 
pent se ramener au cas des mesures ergodiques. 

Question 8.26. Supposons que / verifie une condition C^-generique et soit H{0) une classe 
homocline de /. 

Les mesures ergodiques supportees par H{0) sont-elles limites faibles de mesures de probability 
invariantes supportees par des orbites periodiques de H{0) ? 

Un tel "lemme de fermeture ergodique au sein des classes homoclines" permettrait par exemple 
de repondre a la question 17.191 ainsi qu'a la question 14.131 pour les classes homoclines. 

Nous avons une comprehension relativement fine des orbites periodiques a I'interieur d'une 
classe homocline, mais la dynamique reste mal comprise, en particulier les questions de theorie 
ergodique. 

Question 8.27. Considerons une classe homocline H{0) d'un diffeomorphisme C^-generique. 
Existe-t-il une mesure d'entropie maximale ? 
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c) Importance des cycles heterodimensionnels. Tous les exemples connus de dynamiques 
robustement non hyperboliques possedent un cycle lieterodimensionnel. Bonatti et Diaz [31] ont 
conjecture que c'est toujours le cas. 

Conjecture d'hyperbolicite (Bonatti-Diaz). Tout diffeomorphisme pent etre approche dans 
Diff^(M) par un diffeomorphisme qui est hyperbolique ou possede un cycle heterodimensionnel 
robuste. 

Cette conjecture concerne exclusivement la topologie puisqu'elle n'est pas verifiee par les 
diffeomorphismes des surfaces (du fait du phenomene de Newhouse). Une etape dans cette 
direction serait de montrer que la presence de tangences homoclines implique I'existence de cycles 
heterodimensionnels. 

On peut enoncer des versions semi-locales de cette conjecture. 

Question 8.28. Supposons que / verifie une condition C^-generique. 

Est-ce que tout voisinage d'un ensemble transitif par chaine non hyperbolique contient un 
cycle heterodimensionnel robuste ? 

Est-ce que toute classe homocline non hyperbolique contient un cycle heterodimensionnel ro- 
buste ? 

d) Dynamique sur les surfaces. Le theoreme 13 . 71 montre que sur toute variete de dimension 
superieure ou egale a 3, il existe des ouverts de diffeomorphismes non hyperboliques. Cette 
question reste ouvert en dimension 2. Smale a conjecture El que ce n'etait pas le cas. C'est un cas 
particulier de la conjecture d'hyperbolicite. 

Conjecture (Smale). Lorsque dim(Af) = 2, I'ensemble des diffeomorphismes hyperboliques est 
dense dans Diff^(M). 

e) Tangences robustes. Par analogic avec les cycles heterodimensionnels [31], on aimerait 
savoir dans quelle mesure un diffeomorphisme presentant une tangence homocline est approche 
par des diffeomorphismes ayant des tangences robustes. 

Question 8.29. Considerons un ouvert U C Diff^(M) qui contient un ensemble dense de dif- 
feomorphismes presentant une tangence homocline. Existe-t-il un diffeomorphisme dans lA qui 
possede une tangence robuste 9 

Cette question peut-etre decomposee en deux sous-problemes (voir [5l [22]). 

Question 8.30. Considerons un diffeomorphisme C^-generique qui est limite de diffeomorphis- 
mes ayant une tangence homocline. Existe-t-il une classe homocline H{0) sans decomposition 
dominee Th^o)^ = E®F avec dim(S) = dim(S"(0)) ? 

Question 8.31. Considerons un diffeomorphisme C^-generique et une classe homocline H{0) 
n'ayant pas de decomposition dominee T^(^q^ = E (B F avec dim(S) = dim(S*(0)). Est-ce que 
O possede une tangence robuste ? 

^Je n'ai pas trouve de trace de cette conjecture sur les surfaces. Au debut des annees 1960, il a explicitement 
pose le probleme de la densite des dynamiques structurellement stables |167| . Dans ses textes recents [1741 1175] . 
Smale conjecturait la densite des dynamiques hyperboliques pour les endomorphismes en dimension 1. 
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Sur les surfaces, le theoreme 17.91 montre qu'il n'y a pas de tangence robuste et une reponse 
positive a la question 18.291 entrainerait la conjecture de Smale. Une approche possible consiste a 
controler les points critiques de la dynamique : il resulte du travail de Pujals et Sambarino [149] 
que les diffeomorphismes de surface generiques et non hyperboliques possedent des classes sans 
decomposition dominee. Lorsque la dynamique sur une telle classe est dissipative (le jacobien de 
toute mesure invariante est strictement negatif), Pujals et Rodriguez-Hertz |148j ont introduit un 
ensemble critique : un ensemble ferme tel que tout compact invariant transitif qui ne le rencontre 
pas est un puits ou possede une decomposition dominee. 
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Chapitre 9 

Dynamique loin des tangences 
homoclines : modeles centraux 

L'un des objectifs de ce chapitre est I'etude des dynamiques qui ne peuvent pas etre approches 
par des diffeomorphismes ayant des tangences homoclines. Une motivation est la conjecture de 
Palis presentee en section lOTTl 

Un aspect fondamental de cette approche consiste a comprendre la dynamique le long d'un 
fibre de dimension un. Lorsque les exposants de Lyapunov sont nuls pour toute mesure invariante, 
la dynamique de I'application tangente donne tres peu d'informations. Nous developpons de 
nouveaux outils, introduits dans [SOlEl] pour obtenir des proprietes d'hyperbolicite topologique 
ou pour trouver des obstructions a I'hyperbolicite qui apparaissent sur les orbites periodiques. 

Nous utilisons les modeles centraux pour montrer [50] que tout diffeomorphisme pent etre 
approche dans DifF^(M) par un diffeomorphisme Morse-Smale ou par un diffeomorphisme ayant 
une intersection homocline transverse. Nous etablissons un resultat [H] en direction de la conjec- 
ture de Palis : tout diffeomorphisme qui ne peut pas etre approche dans Diff^(M) par un dif- 
feomorphisme ayant une tangence homocline ou un cycle heterodimensionnel est partiellement 
hyperbolique : I'ensemble recurrent par chaines se decompose en un nombre fini d'ensembles 
compacts invariants partiellement hyperboliques dont le fibre central est de dimension au plus 
egale a deux. Finalement, nous etudions les quasi-attracteurs des dynamiques generiques loin des 
tangences homoclines : en particulier, J. Yang a montre |188j que ce sont des classes homoclines. 

9.1 Mecanismes versus phenomenes 

Un des buts de I'etude des diffeomorphismes C^-generiques est de structurer I'espace des 
diffeomorphismes en fonction des types de dynamiques qui apparaissent. Voir |161l I173| . Par 
exemple, les diffeomorphismes hyperboliques peuvent etre classes en trois ouverts de complexite 
croissante : les diffeomorphismes Morse-Smale, les diffeomorphismes structurellement stables et 
les diffeomorphismes O-stables. Plus generalement, on cherche des parties (de preference ouvertes) 
de I'espace des diffeomorphismes pour lesquelles la dynamique peut etre decrite globalement, avec 
un degre de precision variable : on peut simplement chercher a decrire la decomposition en classes 
de recurrence par chaines [Est-elle finie ? sans classe aperiodiques ?...) ou vouloir comprendre la 
dynamique au sein de chaque classe de recurrence par chaines. 

Une autre approche consiste a caracteriser les ouverts precedement introduits en exhibant 
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des obstructions qui apparaissent dans leur complementaire. Par exemple, nous verrons en sec- 
tion [OTTO] que I'ensemble des diffeomorphismes ayant une intersection homocline non triviale est 
dense dans le complementaire de I'ensemble (ouvert) des dynamiques Morse-Smale. 

On cherche des obstructions qui soient simples et faciles a detecter (en general mettant en 
jeu des orbites periodiques). Elle ne decrivent pas la dynamique de fagon satisfaisante puisque ce 
sont souvent des bifurcations locales, mais elles peuvent engendrer une modification importante 
de la dynamique. Une telle decomposition de I'espace des diffeomorphismes en parties possedant 
un ensemble dense de bifurcations et en ouverts de dynamiques globalement bien decrite est 
appelee par E. Pujals decomposition par mecanismes et phenomenes. 



9.2 Caracterisation des dynamiques hyperboliques 

Un autre exemple de dichotomic est une des conjecture proposee par Palis |116llll7llll8j qui 
cherche a caracteriser I'ouvert des dynamiques hyperboliques. 

Conjecture (Palis). Tout dijfeomorphism,e pent etre approche dans Diff^(M) par un diffeomor- 
phisme hyperbolique ou par un diffeomorphisme qui presente une tangence homocline ou un cycle 
heterodimensionnel. 

Nous verrons au chapitre [10] que cette conjecture a ete resolue sur les surfaces par Pujals 
et Sambarino. Une reponse positive a la conjecture d'hyperbolicite entrainerait la conjecture de 
Palis. (Precisons toutefois que la conjecture de Palis a ete egalement formulee en regularite C'^, 
k > 1 et que la conjecture d'hyperbolicite n'est pas satisfaite dans ce cadre.) Nous allons voir 
maintenant que cette conjecture peut etre generalisee d'une autre fagon. 

Notation. Par la suite, nous noterons T I'ensemble des diffeomorphismes ayant une tangence 
homocline et C I'ensemble de ceux qui possedent un cycle heterodimensionnel. 

La conjecture de Palis est verifiee si Ton se restreint aux diffeomorphismes dont le nombre 
de classe de recurrence par chaines est robustement fini (voir [Tl [60]). 

Theoreme 9.1 (Abdenur,Gan-Wen). Tout diffeomorphisme peut etre approche dans Diff^(Af) 
par un diffeomorphisme g ayant I 'une des proprietes suivantes : 

- g est hyperbolique, 

- g presente un cycle heterodimensionnel, 

- g possede une infinite de classes de recurrence par chatnes. 

Demonstration. Considerons un diffeomorphisme / qui ne peut pas etre approche par un diffe- 
omorphisme ayant une infinite de classes de recurrence par chaines. Quitte a le perturber, on 
peut supposer qu'il verifie une condition de genericite. En particulier, ses classes sont des classes 
homoclines H{pi), . . . ,H{pk) et tout diffeomorphisme proche de / possede exactement k classes 
de recurrence par chaines. 

Supposons que la classe H{jpi) (non triviale) n'est pas hyperbolique. Nous montrons que par 
perturbation, il est possible de creer au voisinage de H{pi) un point periodique q d'indice different 
de I'indice de pi. Par hypothese le point q appartient a la meme classe que pi et une nouvelle 
perturbation permet alors de creer par perturbation un cycle heterodimensionnel (section l3.3p . 
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Si la decomposition du fibre tangent au-dessus des orbites periodiques homocliniquement 
reliee api en espaces stables et instables n'est pas uniformement dominee, le theoreme l7.3l permet 
de conclure directement. 

Si H{pi) possede une decomposition dominee Tjj^^p.-^ = E ® F avec dim(£^) = dim(£'*(pj)), 
et si par exemple le fibre E n'est pas uniformement contracts, il existe une mesure ergodique 
supportee sur H{pi) ayant un exposant de Lyapunov selon E positif ou nul. Le theoreme 14.11 et 
son addendum permettent alors de creer un point periodique d'indice strictement plus petit que 
dim(^). □ 

Nous avons deja mentionne I'existence de diffeomorphismes C^-generiques dont le nombre de 
classes de recurrence par chaines n'est pas fini. Les exemples connus sont toujours associes a la 
presence de tangences homoclines et Bonatti a conjecture [22] que c'est toujours le cas. Cette 
nouvelle conjecture entrainerait done la conjecture de Palis. 

Conjecture de finitude (Bonatti). // existe un ouvert dense de Diff^(Af ) \ T forme de diffeo- 
morphismes dont le nombre de classes de recurrence par chaines est fini ? 

Newhouse, Palis- Viana et Romero [1091 11241 1159] ont montre que Ton obtient une infinite 
de puits ou de sources pour certains diffeomorphismes proches des tangences homoclines. Une 
reponse positive a la conjecture de finitude donnerait une reciproque en topologie en repondant 
a la question suivante. 

Est-ce que tout diffeomorphisme C^-generique presentant le phenomene de Newhouse peut etre 
approche par un diffeomorphisme ayant une tangence homocline ? 



9.3 Dynamiques non critiques 

La discussion qui precede motive I'etude des diffeomorphismes (non hyperboliques) loin des 
tangences homoclines. Nous connaissons plusieurs classes d'exemples : 

- certaines dynamiques de type "derive d'Anosov" decrites en section [5.101 

- les dynamiques proches du temps 1 d'un flot d'Anosov ou du produit d'un diffeomorphisme 
d'Anosov par I'identite sur le cercle |28| . 

Une classe d'exemples est fournie par la construction de Mane (section [5. 101) . La demonstration 
du theoreme 19.11 nous montre que, pour de telles dynamiques, toute classe homocline non hy- 
perbolique est accumulee par des points periodiques d'indices differents. La question principale 
consiste alors a comprendre si ces points appartiennent tous a une meme classe (on obtient ainsi 
des cycles heterodimensionnels par perturbation) ou si le diffeomorphisme possede une infinite 
de classes distinctes. 

Pour des dynamiques loin des tangences homoclines, le theoreme 17.61 montre que la decom- 
position du fibre tangent en espaces stables et instables au-dessus des orbites periodiques est 
uniformement dominee. Le theoreme 17.11 implique que tout fibre qui n'est pas uniformement 
contracte ou dilate permet de changer I'indice d'orbites periodiques. Une reponse positive a 
la conjecture de finitude permettrait done de repondre affirmativement au probleme suivant 
(voir [6]). 

Question 9.2. Existe-t-il un Gs dense de Diff^(M) \T forme de diffeomorphismes dont toutes 
les classe homoclines H ont une decomposition dominee 



ThM = E' eE""® E"", 
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oil et E^ sont uniformement contractes et dilates et oil dim{E^) et dim{E^ © i?^) sont res- 
pectivement le plus petit et le plus grand indice de la classe H ? 

9.4 Ensembles minimaux non hyperboliques 

Considerons un diffeomorphisme / non hyperbolique. II possede un ensemble transitif par 
chaines K qui n'est pas hyperbolique. On peut choisir K minimal pour I'inclusion : un tel 
ensemble est alors appele ensemble minimal non hyperbolique. 

Lorsque / appartient a DifF^(M) \ T, le theoreme 15.171 implique le resultat suivant [61] qui 
est une premiere reponse locale a la question 19.21 

Theoreme 9.3 (Gan- Wen- Yang). Pour tout diffeomorphisme non hyperbolique f appartenant d 
un Gs dense de DifF^(M) \ T, tout ensemble minimal non hyperbolique K admet une decompo- 
sition dominee 

TkM = E' ®El®---®El®E'', 

telle que E^ et sont uniformement contractes respectivement par f et /"^ et chaque fibre 
central Ef est de dimension 1. 

Pour tout i G {l,...,/c}, I'ensemble K est limite de Hausdorff d'une suite d'orbites perio- 
diques (On) dont I'exposant de Lyapunov le long de Ef est arbitrairement proche de 0. Lorsque 
k > 1, K est contenu dans une classe homocline H{jp) et on peut choisir les orbites On dans 
H{p). 

En particulier lorsque / est loin des cycles heterodimensionnels, une classe homocline possede 
un unique indice (section [3^ . La dimension centrale est done egale a 1 ou 2. 

CoroUaire 9.4 (Wen |183j ). Pour tout diffeomorphisme non hyperbolique f appartenant a un Gs 
dense de Diff^(M) \T U C, tout ensemble minimal non hyperbolique K admet une decomposition 
dominee de type TrM = E^ ® E" ® E"" ou TrM = E'®EfeE!^e E"" , telle que E" et E"" sont 
uniformement contractes respectivement par f et f~^ et chaque fibre central E'^ ou Ef, E2 est de 
dimension 1. 

Dans le deuxieme cas, K est contenu dans une classe homocline d 'indice dim(£''') + 1. 

Demonstration du theoreme 15.31 Le corollaire 17.71 implique que pour tout 1 <i < I'ensemble 
■Perj(/) des points periodiques de / d'indice i a une decomposition dominee T-p^j-.^^f^M = Ei®Fi 
telle que dim(Sj) = i. En particulier, le theoreme 15.171 s'applique. 

Si K est contenu dans une classe aperiodique (en considerant par exemple la decomposition 
dominee triviale TkM = E) seul le troisieme cas du theoreme 15.171 peut avoir lieu : K contient 
un ensemble partiellement hyperbolique A ayant un fibre central de dimension 1. Puisque K est 
un ensemble minimal non hyperbolique, il coincide avec A. 

Si K est contenu dans une classe homocline le theoreme 15.171 assure que I'ensemble des 
indices de H est un intervalle. Ceci entraine I'existence d'une decomposition dominee 

ThM = Fo © Ff • • • © © F^+i, 

telle que les fibres Ff soient de dimension 1 et telle que H ne contienne pas de point d'indice 
i < dim(Fo) ou i > d — dim(F^+i). On peut supposer de plus que dim(Fo) et d — dim(F^+i) sont 
minimales pour ces proprietes. 
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Si Fq n'est pas uniformement contracte au-dessus de K, nous envisageons les trois cas du 
theoreme 15.171 

- Le premier cas n'apparait pas puisque H ne contient pas de point d'indice i < dim(Fo). 

- Dans le second cas, H contiendrait des points periodiques d'indice dim(Fo) ayant un expo- 
sant de Lyapunov stable proche de 0. Puisque H est une classe homocline, I'ensemble de ces 
points periodiques est dense dans H. Le theoreme 15 . 1 71 implique alors que Fq possede une 
decomposition dominee Fq = E (B telle que dim(£"^) = 1. Ceci contredit la minimalite 
de dim(Fo). 

- Dans le troisieme cas, I'ensemble K = A est partiellement liyperbolique et la dimension du 
fibre central vaut 1. 

Nous obtenons done une decomposition dominee TkM = E^ (B E^ ® ■ ■ ■ (B E^ (B E^ ou E^ et 
E'^ sont uniformement contracte et dilate et ou chaque fibre Ef est de dimension 1 et n'est pas 
uniformement contracte ni dilate. 

Si Ton suppose que A; > 1, le troisieme cas du tlieoreme l5.17l n'a pas lieu. Le theoreme applique 
a la decomposition {E^ © E^) © (£"2 © • • • © E^) pour montre alors que K est contenu dans 
une classe homocline H ayant des orbites periodiques d'indice superieur ou egal a dim(£'*) + 1. 
Appliquons le theoreme a la decomposition (E'* © E^) © {E2 © • • • © E^) pour / : 

- dans le premier cas du theoreme, H possede aussi des orbites periodiques d'indice dim(£''') 
et, d'apres le theoreme 18.91 H contient des orbites periodiques dont le (dim(£^'') + l)-eme 
exposant est arbitrairement proche de ; 

- dans le second cas, nous concluons directement que H possede des orbites periodiques dont 
le (dim(£'^) + l)-eme exposant est arbitrairement proche de 0. 

□ 

Passage du local au global. Nous souhaitons etendre la decomposition dominee donnee par 
le theoreme 19.31 sur I'ensemble minimal non hyperbolique K a toute la classe de recurrence par 
chaines C contenant K. 

Pour chaque decomposition dominee E (B F sur K donnee par ce theoreme, il existe une 
suite d'orbite periodiques (On) qui convergent vers K en topologie de Hausdorff et dont I'indice 
est egal a dim(£^). On pent esperer utiliser la transitivite par chaines de C pour construire 
une suite d'orbites periodiques (O^) ayant le meme indice que les orbites On mais convergeant 
vers C. (Ce serait le cas si les questions 18.251 ou 18.261 admettaient des reponses positives.) Si le 
diffeomorphisme / est loin des tangences homoclines, le corollaire 17.71 impliquerait alors que la 
decomposition E Q) F s'etend a toute la classe C. 

La construction d'une telle suite d'orbites periodiques O'^ est delicate et fait I'objet des resul- 
tats principaux de ce chapitre. Si I'on salt montrer que les orbites periodiques On appartiennent a 
la classe C, nous concluons directement puisque C coincide alors avec la classe homocline H{On) 
et contient une orbite periodique du meme indice que On qui est e-dense dans C pour tout e > 0. 

9.5 Modeles centraux 
a) Definition 

Afin de decrire la dynamique centrale pour un ensemble K ayant une decomposition dominee 
TkM = El ® E'^ (B E3 avec dim(£^^) = 1, nous introduisons le modele suivant. 
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Definition 9.5. Un modele central est une paire {K, f) formee 

- d'un espace compact metrique K, (sa base), 

- d'une application continue f : K x [0,1] ^ K x [0, +oo), 
satisfaisant les proprietes suivantes : 

- Tik X {0}) =kx{0}; 

- f est un homeomorphisme local au voisinage de K x {0} : il existe une application continue 
g : K X [0, 1] ^ K X [0, +oo) telle que fog et go f coincident avec I'identite respectivement 
sur g-^K x [0, 1]) et f-\k x [0, Ij) ; 

- / est un produit fibre de la forme f{x,t) = {fi{x), f2{x,t)). 

Puisque K x [0, 1] n'est pas preserve, la dynamique hors de K x {0} n'est pas toujours bien 
definie. C'est pourtant cette partie qui nous interesse ici. 

Definition 9.6. - Un sous-ensemble S C K x [0, +oo) est une bande si pour tout x ^ K, 
I'intersection S n {x} x [0, +oo) est un intervalle. 

- Une bande ouverte S qui satisfait f[S) C S est dite attractive pour /. 

- Un intervalle {x} x [0, a] avec a > est un segment recurrent par chaines s'il est contenu 
dans un ensemble compact invariant transitif par chaines A C K x [0, +oo). 

Des arguments similaires a ceux de Conley pour obtenir le theoreme 11.11 donnent un critere 
d'existence de bandes attractives. 

Proposition 9.7 (proposition 2.5 de [50] et proposition 2.2 de [M]). Considerons un modele 
central {K, f) dont la base est transitive par chaines. II y a 4 cas disjoints possibles. 

- Les ensembles stables et instables par chaines de K x {0} ne sont pas triviaux. De fagon 
equivalente, il existe un segment recurrent par chaines. 

- Les ensembles stables et instables par chaines de K x {0} sont triviaux. De fagon equiva- 
lente, il existe une base de voisinages de K x {0} par bandes attractives pour f et une base 
de voisinages de K x {0} par bandes attractives pour /~^. 

- L' ensemble instable par chaines est trivial, V ensemble stable par chaines contient un voisi- 
nage de K X {0}. // existe alors une base de voisinages de K x {0} par bandes attractives. 

- L 'ensemble stable par chaines est trivial, I'ensemble instable par chaines contient un voisi- 
nage de K X {0}. (C'est le cas symetrique du precedent.) 

En particulier, I'existence d'un segment recurrent par chaines est une propriete locale au voisinage 
de K X {0}. 

b) Modeles centraux en dynamique difFerentiable 

Considerons un ensemble compact /-invariant K C M ayant une decomposition dominee 
TkM = Ei®E''®E^ avec dim(£;^) = 1. 

Definition 9.8. Un modele central {K, /) est associe a {K, f) s'il existe une application continue 
tt: K X [0,+oo) M ayant les proprietes suivantes : 

- 7r{kj< {0}) =K;_ 

- 7ro/ = /o7r sur K x [0, 1] ; 

- les applications t i— s- 7r(x, t) pour x ^ K forment une famille continues de plongements 
de [0, +oo) dans M ; 

- pour tout i? G iC, la courbe vr({x} x [0, +00)) est tangente a -E'^(jo)- 
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Deux cas peuvent etre distingues : 

— Le cas orientable. II existe une orientation continue de E'^ preservee par Df. Ceci permet 

de definir les fibres en demi-droites E^'~^ et E^'~ . 

— Le cas non orientable. Lorsque K est transitif par chaines, la dynamique induite par Df 

sur le fibre unitaire associe a E'^ est encore transitif par chaines. 

Considerons une famille de plaques localement invariante W et tangente a E"^, donnee par 
le theoreme 15.21 La dynamique de / se releve par W en une dynamique / localement definie au 
voisinage de la section C E^. Dans le cas orientable, on note K = K et les fibres E^, E^'~^, E^'~ 
s'identifient a K x M, K x [0, +00) et K x (— oo,0] respectivement. Dans le cas non orientable, 
on note K I'espace unitaire de E^ et on considere I'application surjective K x [0, +00) E'^ 
definie par (x, t) ^ t.x. Ceci entraine I'existence d'un modele central pour K. 

Proposition 9.9 (proposition 3.2 de [50!)- Associe d un ensemble compact invariant K ayant 
une decomposition dominee T^M = Ei® E^Q) E^ avec d\m{E'^) = 1, il existe un modele central 
{K, /) . Lorsque K est transitif par chaines, on peut choisir K transitive par chaines : 

- dans le cas non orientable, Vensemble K coincide avec I'espace unitaire de E^ et vr est la 
restriction de la projection E^ ^ K ; 

- dans le cas orientable, I'application vr est un homeomorphisme et on peut choisir V orienta- 
tion de chaque courbe vr({x} x [0, +00)) compatible avec E'^'^ . 

c) Classification des dynamiques centrales 

Supposons que K soit transitif par chaines. Considerons une famille de plaques localement 
invariante W et la dynamique / induite par / sur un voisinage de la section dans E'^. 

Nous obtenons les cas suivants, non disjoints en general (voir la figure [9TT]) . 

— Le type (R), recurrent par chaines. Pour tout e > 0, il existe un point x G K et un 

segment 7 C Wx contenant x tel que tons les iteres /"(7), n € Z, soient de longueur 
bornee par e et tel que 7 est inclus dans un ensemble transitif par chaines contenu dans le 
e- voisinage de K. 

Une telle courbe 7 est appelee segment central de K. 

— Le type (N), neutre par chaines. II existe une base de voisinages ouverts U de la section 

Q d E'^ qui sont attractifs (i.e. f{U) C U) et une base de voisinages repulsifs. 

— Le type (H), hyperbolique par chaines. II existe une base de voisinages ouverts de la 

section Q (Z E^ qui sont attractifs pour / (le cas attractif ) ou pour /^^ (le cas repulsif ) 
et dont I'image par W est respectivement contenue dans I'ensemble stable par chaines ou 
dans I'ensemble instable par chaines de K. 

— Le type (P), parabolique par chaines. Nous sommes alors dans le cas orientable. Trois 

possibilites apparaissent. 

- Le type (Psu)- Quitte a renverser I'orientation sur E'^, il existe une base de voisinages 
ouverts de la section C E'^'~^ qui sont attractifs pour / et qui se projettent par W 
dans I'ensemble stable par chaines de K ; il existe egalement une base de voisinages 
ouverts de la section C E^~ qui sont attractifs pour f~^ et qui se projettent par W 
dans I'ensemble instable par chaines de K. 
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Les types (Psn) et {Pjjn) respectivement. Quitte a renverser rorientation sur E^, il 
existe une base de voisinages ouverts de la section C E^'~^ qui sont attractifs pour 
/ (resp. f~^) et qui se projettent par W dans I'ensemble stable (resp. instable) par 
chaines de K ;i[ existe egalement une base de voisinages ouverts de la section C E'^'~ 
qui sont attractifs (i.e. f{U) C U) et une base de voisinages de C E^'~ qui sont 
repulsifs. 
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Fig. 9.1 - Types de dynamiques centrales. 

Le type de la dynamique centrale de depend pas du choix d'une famille de plaques W. 

Proposition 9.10 (Corollaire 2.6 de [51]). Considerons un ensemble compact invariant K tran- 
sitif par chaines muni d'une decomposition dominee Tj^M = Ei (B E^ (B E^ avec dim(£^'^) = 1 
et deux families de plaques W, W' localement invariantes tangentes a E^ . Alors les types de 
dynamiques centrales associes d W, W' coincident. 

Les types du fibre E'^ seront done definis comme etant les types de dynamiques centrales 
associe a un choix de famille de plaques centrales localement invariantes. 

9.6 Lorsqu'un fibre est degenere 

Nous nous interessons au cas ou le fibre £"3 est degenere : dans les bons cas, I'ensemble K est 
un puits ou bien le fibre E^ est "topologiquement repulsif". 

Proposition 9.11 (proposition 2.7 de [51]). Considerons un ensemble compact invariant K 
transitif par chaines muni d'une decomposition dominee T^M = Ei (B E'^ avec dim(£^'^) = 1. Si 
est de type (N), (H)-attractif ou (P), I'ensemble K contient un point periodique. 

En particulier si / est un diffeomorphisme Kupka-Smale, le fibre E^ ne pent pas avoir les 
types (P) ou (N). S'il est de type (H)-attractif, I'ensemble K est un puits. 
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Si / satisfait une condition de genericite, le type (R) ne pent pas non plus apparaitrqj. On 
en deduit la proposition suivante. 

Proposition 9.12. Si f appartient d un Gs dense de Diff^(M) et si K est un ensemble com- 
pact invariant transitif par chaines muni d'une decomposition dominee T^M = Ei ® avec 
d.im.^E'^) = 1, alors ou bien K est un puits, ou bien E"^ est de type (H)-repulsif. 

Lorsque / est de classe C^, Pujals et Sambarino remplacent Thypothese de genericite par un 
argument "a la Denjoy-Schwartz". En voici une re- formulation. 

Theoreme 9.13 (Pujals-Sambarino, section 3.3 de |149| et theoreme 3.1 de |150| ). Conside- 
rons un ensemble compact invariant muni d'une decomposition dominee T^M = Ei ® E'^ avec 
dim(£"^) = 1 etW une famille de plaques localement invariante tangente d E^ . Si f est de classe 
C^, I'un des cas suivants se produit. 

a) K contient un point periodique dont I'exposant selon E^ est negatif ou nul. 

b) K contient une courbe fermee C tangente au fibre E'^ et invariante par un itere n > 1. 
La dynamique sur la courbe est conjuguee d une rotation irrationnelle. 

c) La dynamique centrale de K est stable au sens de Lyapunov pour f^^ : 

- pour tout 5 > 0, il existe e > tel que pour tout x & K, les iteres negatifs du e-voisinage 
de X dans Wx sont tous de taille inferieure d 5 ; 

- pour tout X G K, il existe rj{x) > tel que le r]{x)-voisinage de x dans Wx est contenu 
dans I 'ensemble instable de x. 

Remarque 9.14. Lorsque K est transitif par chaines, on peut completer le cas c) de la proposition 
precedente et garantir que le fibre E'^ est de type (H)-repulsif, comme pour la proposition 19.121 

En effet, la dynamique centrale ne peut posseder de bandes attractives contenues dans un 
voisinage arbitrairement petit de la section O C E^ (puisque, d'apres I'item c), chaque point de 
K possede une variete instable tangente a E^). 

II ne peut y avoir non plus de segment transitif par chaines 7 : d'apres le theoreme 3.1 de |150| . 
quitte a remplacer 7 par son ensemble cj-limite, 7 est une courbe periodique bordee par un point 
periodique hyperbolique p K d'indice d — 1 et un point periodique q ayant un exposant negatif 
ou nul selon E'^. II doit alors exister une pseudo-orbite de segments centraux (7n)o<n<s au-dessus 
d'une pseudo-orbite (x^) de K verifiant 70 = 7 et \^s\ = 0. Ceci implique que K contient un 
point periodique ayant un exposant negatif ou nul selon E'^. 

9.7 Dynamique centrale recurrente par chaines 

Lorsque K est partiellement hyperbolique avec un fibre central recurrent par chaines, on en 
deduit facilement que certaines orbites periodiques sont contenues dans la classe de recurrence 
par chaines de K. 

Proposition 9.15 (section 3.3 de [50] et proposition 4.1 de [5T]). Si f appartient d un Gs dense 
de Diff^(M) et si K est un ensemble compact transitif par chaines ayant une decomposition 
dominee TkM = E' ® E" ® E"" telle que 



^Voir [511 proposition 4.3] ; I'enonce suppose Ei uniformement contracte, mais la demonstration ne I'utilise 
pas. 
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- E" et sont uniformement contractes par f et f respectivement, 

- E^ est de dimension 1 et de type (R), 

alors tout voisinage de K contient une orbite periodique appurtenant a la meme classe de recur- 
rence par chatnes que K. 

Plus precisement, il existe un voisinage U de K tel que pour tout segment central ^ de K 
ayant ses iteres contenus dans U, pour tout point z € 7 qui n'est pas une extremite et pour toute 
orbite periodique hyperbolique O C U ayant un point suffisamment proche de z, 

- V orbite O est contenue dans la classe de recurrence par chaines de K ; 

- il existe g € Diff^(M) arbitrairement proche de f tel que les varietes fortes W^^^Og) \ Og 
et W'^'^{Og) \ Og de la continuation de O pour g s'intersectent. 

La demonstration s'appuie sur I'idee suivante : I'union des varietes stables et instables locales 
fortes des points de 7 definissent des varietes topologiques p^s pcu dimension dim(£^'^) + 1 
et dim(£^") + 1. Si p S O est proche de z G 7, les varietes W^^{p) et VF""(p) intersectent 
respectivement V^"^ et P'^*. Par consequent p appartient a la classe de recurrence par chaines de 
K. Le lemme de fermeture pour les pseudo-orbites permet alors de creer une intersection entre 
W''{0) et VF""(0). Voir la figure [921 




Fig. 9.2 - Un point p proche d'un segment central 7. 

Parfois, le meme argument s'applique sans que I'ensemble K soit partiellement hyperbolique. 

Proposition 9.16 (proposition 4.2 de [M]). Si f appartient a un Gs dense de DifF^(M) et si H 
est une classe homocline ayant une decomposition dominee T^M = E^ @ E'^ ® E^ telle que 

- E^ est uniformement contractee, 

- E'^ est de dimension 1 et de type (R), 
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- H contient des orbites periodiques dont I'exposant de Lyapunov le long de est arbitrai- 
rement proche de 0, 

la classe H contient alors des points periodiques d'indice dim(£'*). 

9.8 Le type hyperbolique par chaines et situations similaires 

a) Dynamique centrale hyperbolique par chaines 

Comme dans le cas d'une dynamique hyperbolique, les ensembles partiellement hyperboliques 
ayant un fibre central hyperboliques par chaines sont contenus dans une classe homocline. 

Proposition 9.17 (section 3.4 de [50] et proposition 4.4 de [M]). Si f appartient d un Gg dense 
de Diff^(M) et si K est un ensemble compact transitif par chaines ayant une decomposition 
dominee TkM = E' ® E" e E"" telle que 

- E^ et E'^ sont uniformement contractes par f et respectivement, 

- E'^ est de dimension 1 et de type (H)-attractif, 

il existe alors, dans tout voisinage U de K , une orbite periodique d'indice dim(£'*) + 1 contenue 
dans la classe de recurrence par chaines de K . 

Idee de la demonstration. Considerons une suite d'orbites periodiques (On) qui s'accumule sur 
une partie de K. Puisque E'^ est de type (H)-attractif, il existe une famille de plaques 
tangentes h E^ ® E'^ qui sont piegees et contenues dans I'ensemble stable par chaines de K . La 
famille s'etend aux points des orbites On (pour n suffisamment grand). 

Considerons un point x ^ K proche d'un point periodique p appartenant a une orbite On- La 
plaque Wl^^{x) intersecte Wp^ en un point z. Puisque la famille W^^ est piegee et puisque p est 
periodique, z appartient a I'ensemble stable d'une orbite periodique, qo- Si I'indice de qo est egal 
a dim(ii^'^) + 1, on definit q = go- Sinon, W^{qo) intersecte I'ensemble stable d'un autre point 
periodique q € W^*, d'indice dim(S*) + 1. Dans tons les cas, z appartient a I'ensemble stable par 
chaines de q. On remarque que puisque W^^ est piegee, q appartient aussi a /(^/-i(p))- Puisque 
p et X sont proches, on en deduit que VFj""(g) intersecte W^* et en particulier I'ensemble stable 
par chaines de K. Par consequent q et K ont la meme classe de recurrence par chaines. □ 

b) Ensembles non vrilles 

Dans le cas parabolique, I'ensemble K est "hyperbolique par chaines d'un cote". On peut 
appliquer le meme raisonnement lorsque la dynamique de K "voit" I'hyperbolicite par chaines 
dans la direction centrale : c'est le cas sauf si la geometric de K est "vrillee". 

Considerons un ensemble compact invariant K muni d'une structure partiellement hyperbo- 
lique E^ (B E^ Q E^ , telle que E^,E^ ne soient pas degeneres et telle que dim(£"^) = 1. 

On peut prolonger contintiment le fibre E'^ sur un voisinage de K. Si Ton considere une boule 
B C M suffisamment petite rencontrant K, le fibre E^^ est orientable. Deux points distincts 
et proches p,q £ K sont en position vrillee si Ton peut joindre WfJ'^{p) a Wl^^{q) et Wf^^{q) a 
W;""(p) par deux courbes tangentes a E"^ ayant la meme orientation. (En particulier, lorsque 
^to^cip) ^iocC?) s ' inter sect ent, p et g sont en position vrillee.) Voir la figure [931 Cette notion 
depend du choix d'un prolongement E'^, mais est bien definie lorsque la distance d{p, q) tend vers 
0. 
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Fig. 9.3 - Deux points en position vrillee. 

Definition 9.18. L'ensemble K est vrille s'il existe e > tel que toute paire de points p,q & K 
verifiant d{p, q) < e est en position vrillee. 

La demonstration de la proposition 19.171 entraine le resultat suivant. 

Proposition 9.19 (section 3.4 de [50] et proposition 4.4 de [H]). Si f appartient d un Gs dense 
de Diff^(M) et si K est un ensemble compact transitif par chaines ayant une decomposition 
dominee TkM = E'' ® ® telle que 

- E^ et E'^ sont uniformement contractes par f et respectivement, 

- E^ est de dimension 1 et de type (Psu) ou (Psn), 

- K n'est pas vrille, 

il existe alors, dans tout voisinage U de K, une orbite periodique d'indice dim(£^'^) + 1 contenue 
dans la classe de recurrence par chaines de K . 

c) Dynamique centrale piegee 

Nous avons vu que lorsque le fibre central de K est hyperbolique par chaines, l'ensemble 
K est contenu dans une classe homocline. Des hypotheses plus faibles entrainent par le meme 
argument I'existence d'une classe homocline non triviale au voisinage de K. 

Proposition 9.20. Si f appartient a un Gs dense de Diff^(M) et si K est un ensemble compact 
transitif par chaines ayant une decomposition dominee TkM = E^ (B E'^ ® E^ telle que 

- E^ et -E" sont uniformem,ent contractes par f et respectivement, 

- E^ est de dimension 1 et de type (H)-attractif, (Psn) ou (N), 

- K n'est pas une orbite periodique, 

il existe alors, dans tout voisinage U de K , 

- une orbite periodique O d'indice dim(£'*) + 1 dont la classe homocline est non triviale, 

- un point z ^ K , 

tels que W'^'^{z) intersecte W^{0). 
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9.9 Les autres types 

a) Ensembles vrilles 

La geometrie des ensembles vrilles permet de creer une intersection entre les varietes inva- 
riantes fortes d'un point periodique. 

Proposition 9.21 (proposition 3.2 de [M])- Considerons un ensemble compact partiellement 
hyperbolique vrille K . Si K f] ^{f) contient un point non periodique, alors pour tout voisinage 
U de f E: Diff^(M) et U de K, il existe g ^tl ay ant une orbite periodique O C U telle que les 
varietes fortes W{0) \0 et Ty""(0) \ O s'intersectent. 

Une premiere etape consiste a creer une orbite periodique O prociie de K. En reprenant 
la demonstration du lemme de fermeture, on s'assure que I'orbite ainsi obtenue est "presque 
vrillee" : pour tons points p,q £ O proches, les varietes fortes Wf^^{p) et WH^^^q) d'une part ainsi 
que Wf^^{q) et W[^^{p) d'autre part, peuvent etre reliees par des courbes tangentes a un fibre 
central et dont la longueur est arbitrairement petite par rapport a la distance entre p et q. 

On pent alors appliquer I'argument de [Ml section 6.1] ou [50l theoreme 3.18] pour les orbites 
periodiques vrillees : on choisit une paire de points distincts p,q G O qui minimise la distance 
d{p,q). Les varietes W^^^^p) et Wi^^{q) contiennent des points Xp et Xg proches. On obtient les 
proprietes suivantes : 

- la distance d{xp,Xq) est arbitrairement petite par rapport aux distances de 
car O est "presque vrillee" ; 

- la distance d{xp, Xq) est arbitrairement petite par rapport aux distances de autres 
points de O, car si z € O est proche de Xq G VF**(g), il possede des iteres futurs f^{z) 
proches de f''{q), contredisant le fait que d{p,q) est minimale. 

Une perturbation elementaire g de f permet d'envoyer Xp sur f{xq), sans perturber I'orbite O, 
I'orbite passee de Xp, ni I'orbite future de f{xq). Par consequent les varietes fortes et 
^tocil) pour g s'intersectent. 

b) Dynamique centrale neutre 

Si K est de type N et est strictement contenu dans un ensemble transitif par chaines, alors 
ou bien K est contenu dans une classe homocline ayant des orbites periodiques faibles, ou bien 
on pent creer un cycle heterodimensionnel par perturbation. 

Proposition 9.22 (proposition 5.1 de [H]). Si f appartient a un Gs dense de Diff^(M) \ T et 
si K est un ensemble compact transitif par chaines ayant une decomposition dominee TkM = 
E'eE"® telle que 

- E^ et E^ sont uniformement contractus par f et f~^ respectivement, 

- E^ est de dimension 1 et de type (N), 

- K est strictement contenu dans sa classe de recurrence par chaines, 
alors, I'un des deux cas suivants se produit. 

1. K est contenu dans une classe homocline d'indice dim(ii^'^) ou dim(£'*) qui possede des 
orbites periodiques dont le (dim(£'*) + l)-eme exposant de Lyapunov est arbitrairement 
proche de 0. 

2. Pour tout voisinage U de K , il existe une perturbation g € Diff^(M) de f ayant une orbite 
periodique contenue dans U telle que W'^'^{0) \0 et W^^{P) \ O s'intersectent. 
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La demonstration est bien plus delicate que pour les propositions precedentes. En voici une 
idee grossiere (qui ne fonctionne que dans certains cas). Fixons un point z ^ K appartenant a la 
classe de recurrence par chaines de K. II existe des orbites qui quittent un voisinage arbitraire 
de K pour atteindre (par iterations passees ou futures) un voisinage arbitraire de z. Les orbites 
qui s'echappent d'un petit voisinage de K suivent r"ensemble instable par chaines local" de K. 
Puisque la dynamique centrale est piegee {E^ est de type (N)) on s'attend a ce que I'ensemble 
instable par chaines local de K soit reunion de plaques Wl^^{x) pour x ^ K .l\ est done possible 
(dans certains cas) par perturbation de creer hors de K une intersection entre deux varietes 
W'^'^{x) et VF**(?/), avec x,y € K. Si Ton considere une orbite periodique O sufRsamment proche 
de K en topologie de Hausdorff, on pent alors creer une intersection entre les varietes W^^{0)\0 
et Vt^™(P) \0 . 

c) Ensembles instables par chaines 

On pent esperer que tout point de la classe de recurrence par chaines contenant K est accu- 
mule par des orbites periodiques d'indice dim(£^i). Le resultat suivant est demontre dans |134l 
section 5], voir aussi |188j et (SH proposition 1.10]. La demonstration n'utilise pas les modeles 
centraux. 

Proposition 9.23 (Potrie). Si f appartient a un Gs dense de Diff^(M) et si K est un ensemble 
compact transitif par chaines ayant une decomposition dominee T^M = (B ® E^ telle que 

- E^ et E^ sont uniformement contractes par f et respectivement, 

- E^ est de dimension 1, 

- I'exposant de Lyapunov le long de E'^ de toute mesure supportee par K est nul, 
alors, pour tout 5 > il existe un voisinage U de K tel que tout point z £ U verifiant : 

- z appartient d I'ensemble instable par chaines local de K , i.e. pour tout e > 0, il existe une 
e -pseudo- orbite contenue dans U qui joint K d z ; 

- z appartient a la classe de recurrence par chaines de K , 
verifie egalement : 

z est limite d'une suite de points periodiques dont le dim(£'*) + l-eme exposant de Lyapunov 
appartient d {—5,5). 

9.10 Application (1) : dynamique simple versus intersections ho- 
moclines 

Nous avons demontre dans [50] un resultat plus faible que la conjecture de Palis, egalement 
conjecture par Palis dans |115l 11161 11171 I118j . Nous avons introduit au chapitre [U les diffe- 
omorphismes Morse-Smale : leur dynamique est tres simple puisque leur ensemble recurrent 
par chaines est fini. A I'oppose, les diffeomorphismes ayant une classe homocline non triviale 
possedent une infinite d'orbites periodiques : ce sont les diffeomorphismes qui possedent une 
intersection homocline transverse, i.e. une orbite periodique hyperbolique O dont les varietes 
invariantes W^{0) \ O et W^{0) \ O ont un point d'intersection transverse. 

Theoreme 9.24 (Crovisier). L'espace Diff^(M) contient un ouvert dense qui est I'union disjointe 
J^S Ul de deux ouverts : 

- A4S est I'ensemble des diffeomorphismes Morse-Smale, 
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- 2 est I 'ensemble des diffeomorphismes qui possedent une intersection homocline transverse. 

Ce resultat decoule de |127j en dimension 1, de |149| en dimension 2 et a ete demontre 
initialement par Bonatti-Gan-Wen [36] en dimension 3. II implique que I'interieur de I'ensemble 
des diffeomorphismes d'entropie non nulle a la meme adherence que Z et que I'interieur de 
I'ensemble des diffeomorphismes d'entropie nulle a la meme adherence que MS. Voir aussi [1491 
[58] pour une discussion de I'entropie dans le cas des dynamiques sur les surfaces et comparer 
au theoreme de Katok |81| qui implique qu'un diffeomorphisme de surface ayant une entropie 
non nulle a toujours une intersection homocline transverse. 

Demonstration du theoreme \9.24\ Remarquons qu'un diffeomorphisme ayant une tangence ho- 
mocline ou un cycle heterodimensionnel pent etre perturbe en un diffeomorphisme ayant une in- 
tersection homocline transverse. Par consequent, il nous suffit de considerer un diffeomorphisme 
/ loin des bifurcations homoclines. Nous pouvons egalement supposer que / appartient a un 
dense de Diff^(M) fixe a 1' avance : nous supposerons en particulier que / verifie la propriete de 
Kupka-Smale. 

Si / est hyperbolique, I'ensemble recurrent par chaines se decompose en un nombre fini de 
classe homoclines. Si toutes les classes homoclines sont triviales, I'ensemble recurrent par chaines 
est fini et, puisque / est un diffeomorphisme Kupka-Smale, pour tons x,y £ Tl-if), I'intersection 
W^{x)r\W'^{y) est transverse : par consequent / est Morse- Smale. Si I'une des classes homocline 
n'est pas triviale, / possede une intersection homocline transverse. 

Si / n'est pas hyperbolique, il possede un ensemble minimal non hyperbolique K. Puisque / 
verifie la propriete de Kupka-Smale, K n'est pas une orbite periodique et par consequent si K 
est contenu dans une classe homocline, / possede une intersection homocline transverse. Nous 
pouvons done supposer que K est contenu dans une classe aperiodique. D'apres le corollaire 19.41 
K possede une structure partiellement hyperbolique TkM = (B (B E^ avec dim(£"^) = 1. 
D'apres les propositions 19.151 [9.171 19.201 si le fibre E^ est de type (R), (H) ou (N), ou si K n'est 
pas vrille et E"^ est de type (P), / possede une classe homocline non triviale et une intersection 
homocline transverse. Si K est vrille, la proposition 19.211 permet de construire une intersection 
homocline transverse. Dans tous les cas / appartient done a I'adherence de I. □ 

9.11 Application (2) : etude des quasi-attracteurs 

On pent utiliser les modeles centraux pour obtenir des proprietes sur les quasi-attracteurs 
des diffeomorphismes generiques loin des tangences homoclines : J. Yang a montre |188| que ce 
sont des classes homoclines. Voici une version legerement amelioree de son resultat. 

Theoreme 9.25 (Yang). Pour tout diffeomorphisme dans un Gs dense de Diff^(M) \ T, tout 
quasi- attracteur est une classe homocline H. 

De plus, si i est I 'indices minimal des orbites periodiques qu'il contient, H possede une de- 
composition dominee ThM = E^ E^ (B F telle que : 

- E^ ® E^ est de dimension i et E^ est de dimension om 1 ; 

- E^ est uniformement contracte, E'^ est de type (H)-attractif ; 

- si E'^ est de dimension 1 et non uniformement contracte, il existe des orbites periodiques 
dans H dont I'exposant de Lyapunov le long de E'^ est arbitrairement proche de 0. 
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Demonstration. Soit A un quasi-attracteur. Nous pouvons supposer que ce n'est pas un ensemble 
hyperbolique et considerer un sous-ensemble non hyperbolique minimal K C A. D'apres le theo- 
reme 19.31 K possede une decomposition dominee Tj^M = (B E^ (B E^ avec dim{E'^) > 1. Nous 
pouvons supposer que K a ete choisi pour que la dimension dim(£'*) soit minimale. 

Affirmation. A est une classe homocline qui contient des orbites periodiques 

- qui sont arbitrairement proches de K en topologie de Hausdorff, 

- ou dont I'indice est inferieur ou egal d dim(£^^), 

- ou dont le (dim(E'^) + l)-eme exposant de Lyapunov est arbitrairement proche de 0. 

Demonstration. Lorsque dim(E''^) > 1, d'apres le theoreme l9.3l A est une classe homocline conte- 
nant des orbites periodiques dont le (dim(£'*) + l)-eme exposant de Lyapunov est arbitrairement 
proche de 0. Nous supposons done que dim(£''^) = 1 et considerons le type de E'^. 

Lorsque E^ est de type (R) ou (H), les propositions 19.151 19.171 entrainent directement que 
A est une classe homocline qui contient des orbites periodiques contenues dans des voisinages 
arbitrairement petits de K. 

Lorsque est de type (N) ou (Psn), la proposition 19.201 montre que I'ensemble instable de 
A s'accumule sur une orbite periodique O contenue dans un voisinage arbitraire de K. Puisque 
A est un quasi-attracteur, il contient O et A est une classe homocline. 

Nous nous plagons finalement dans le cas oii E^ est de type (Psu) ou (Pun)- L'ensemble 
K possede un modele central (correspondant a I'une des orientations du fibre E'^) pour lequel 
il existe des voisinages arbitrairement petits de K x {0} qui sont repulsifs et contenus dans 
l'ensemble instable par chaines de K x {0}. 

En particulier, pour tout voisinage U de K, et tout x G K, il existe une courbe 7 C f7 tangente 
a E^{x) en x telle que pour tout z G 7 et tout e > 0, il existe une e-pseudo-orbite contenue dans U 
qui joint K k z. Puisque A est un quasi-attracteur, il contient 7 et la proposition 19.231 s'applique. 

Fixons 6 > proche de 0. Tout point z proche de x est limite d'une suite d'orbites periodiques 
{On) dont le (dim(£'*) -|- l)-eme exposant de Lyapunov appartient a (—5,6). Nous pouvons 
supposer que (On) converge en topologie de Hausdorff vers un ensemble compact invariant D C A 
qui, d'apres le corollaire l7.7l possede une decomposition dominee TjjM = Ei(BE2 avec dim(£'i) = 
dim(£''^). Deux cas sont possibles. 

- Si El n'est pas uniformement contracte, puisque dim(ii^'') a ete choisie minimale, le theore- 
me 15.171 montre que A est une classe homocline contenant des points periodiques d'indice 
inferieur ou egal a dim(£^'^). 

- Si El est uniformement contracte, les varietes stables fortes de dimension dim(£"') des 
orbites 0„ sont de taille uniforme : pour n suffisamment grand, Wi^On) intersecte done 
la variete instable forte (de dimension dim(£'")) d'un point z' € 7 proche de z. Puisque A 
est un quasi-attracteur, il contient On- Nous en deduisons que A est une classe homocline 
qui contient des orbites periodiques dont le (dim(£^'^) -|- l)-eme exposant de Lyapunov est 
arbitrairement proche de 0. 

Dans tons les cas I'affirmation est demontree. □ 

Considerons I'indice i minimal des points periodiques contenus dans A. D'apres le corol- 
laire 17.71 il existe une decomposition dominee TaM = E ® F avec dim(E') = i. S\ E est unifor- 
mement contracte, nous obtenons la conclusion du theoreme 19.251 avec E^ = E et dim(£''^) = 0. 

Si E n'est pas uniformement contracte, nous appliquons le theoreme 15.171 Le premier cas du 
theoreme n'apparait pas puisque i est minimal. 
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- Dans le second cas, on obtient une decomposition dominee E = E' (B sur A avec 
dim(£;^) = 1. 

- Dans le troisieme cas, il existe un ensemble minimal K d K avec structure partiellement 
hyperbolique T^M = E^ ® E" ® E"^ tel que dim(£"') < dim(^) et tel que toute orbite 
periodique proche de X a un exposant de Lyapunov central proche de 0. Puisque i est 
minimal, A ne contient pas d'orbite periodique d'indice inferieur ou egal a dim(£'^). D'apres 
I'affirmation, la classe A contient done des orbites periodiques dont le dim(i?)-eme exposant 
de Lyapunov est arbitrairement proche de 0. Nous obtenons a nouveau une decomposition 
dominee E = E' ® E" sur A avec dim(£"=) = 1. 

Dans les deux cas, E se decompose et H contient des orbites periodiques dont I'exposant de 
Lyapunov le long de E^ est proche de 0. Le fibre E' est uniformement contracts : dans le cas 
contraire on pourrait repeter le raisonnement et conclure que A contient des points periodiques 
d'indice strictement inferieurs a i. 

Puisque H contient des orbites periodiques hyperboliques d'indice i, le fibre E^ ne pent etre 
que de type (H)-attractif ou de type (R). La proposition 19. 161 montre que le type (R) n'apparait 
pas puisque H ne contient pas de point periodique d'indice i — 1. □ 

Ceci permet de repondre aux questions 13.141 et 14.121 pour les difi'eomorphismes loin des tan- 
gences homoclines. 

Corollaire 9.26 (J. Yang |188| ). Pour tout diffeomorphisme dans un Gs dense de Diff^(A/)\T, 
la reunion des ensembles stables des orbites periodiques est dense dans M. 

Corollaire 9.27 (Potrie |134| ). Si M est connexe, pour tout diffeomorphisme dans un Gs dense 
de Diff^(A/) \ T , toute classe de recurrence par chaines qui est stable au sens de Lyapunov pour 
f et coincide avec M. 

Bonatti, Gan, Li et D. Yang [40] on donne recemment une reponse aux questions 13. 151 et 13.161 
dans ce cadre. 

Theoreme 9.28 (Bonatti-Gan-Li-Yang). Pour tout diffeomorphisme appurtenant a un Gs dense 
de DiflF^(M) \ T, chaque quasi- attracteur est un attracteur essentiel. 

J. Yang montre egalement |187| que loin des tangences homoclines le phenomene de Newhouse 
n'a lieu qu'au voisinage de classes homoclines particulieres. 

Theoreme 9.29 (J. Yang). Pour tout diffeomorphisme dans un Gs dense de Difi'^(M) \ T, si 
K est la limite de Hausdorff d'une suite de puits (On), K est contenu dans une classe homo- 
cline ay ant des points periodiques d'indice d — 1 dont le plus grand exposant de Lyapunov est 
arbitrairement proche de 0. 

Demonstration. D'apres le corollaire 15.91 les puits (On) ne sont pas A^-uniformement contractus 
a la periode pour un entier > 1. Puisque / est generique, on deduit du theoreme 17.11 que A 
est limite de Hausdorff d'une suite de puits (On) ayant un exposant de Lyapunov arbitrairement 
proche de 0. D'apres le corollaire 17.71 A possede done une decomposition dominee E ® E^ avec 
dim(£"^) = 1. De plus n'est pas uniformement dilate. Le theoreme 15.171 implique done que 
I'un des cas suivants se produit. 
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- K est contenu dans une classe homocline ayant des orbites periodiques d'indice d — 1 dont 
le plus grand exposant de Lyapunov est arbitrairement proche de 0. 

- K contient un ensemble minimal K' dont les exposants de Lyapunov le long de E'^ pour 
toute mesure invariante supportee sur K' sont nuls. La proposition 19. 171 entraine alors que 
K' est contenu dans une classe homocline ayant des orbites periodiques d'indice d — 1 
arbitrairement proches de K' . En particulier, H contient des orbites periodiques d'indice 
d—1 dont le plus grand exposant de Lyapunov est arbitrairement proche de 0. 

Le theoreme est demontre dans tous les cas. □ 



9.12 Application (3) : loin des cycles heterodimensionnels 

Les resultats de ce chapitre permettent d'etendre [51] le resultat local de Wen (corollaire l9.4p . 

Theoreme 9.30 (Crovisier). Tout dijfeomorphisme f appartenant a un Gs dense de Diffi(M)\ 
T UC est partiellement hyperbolique : son ensemble recurrent par chaines TZ{f) se decompose 
en un nombre fini d'ensembles compacts disjoints Ai,...,A<j. Chaque ensemMe Aj, 1 < i < s, 
possede une decomposition dominee T{^-M = E" (B E\® E2® E"^ qui est partiellement hyperbolique 
et telle que chaque fibre central Ef,E2 est de dimension ou 1. 
De plus, 

- les classes homoclines de f sont hyperboliques par chaines, 

- si H{p) est une classe homocline ayant un fibre Ef non hyperbolique, elle possede des 
orbites periodiques homocliniquement reliees a p avec un exposant de Lyapunov le long de 
E^ arbitrairement proche de 0, 

- les classes aperiodiques ont une dynamique minimale et un fibre central de dimension 1 et 
de type (N). 

Remarque 9.31. Nous verrons en section [10.41 que les fibres E^ et E'^ ne sont pas degeneres, sauf 
dans le cas des puits et des sources (qui sont en nombre fini). 

Demonstration. Considerons tout d'abord un ensemble minimal K ayant une structure partiel- 
lement hyperbolique TkM = E^ (B E^ ® E^ avec dim(£''^) = 1 telle que toute mesure invariante 
supportee sur K ait un exposant central nul. D'apres la proposition 19.211 et le lemme WM. I'en- 
semble K n'est pas vrille. D'apres les propositions 19.151 19. 171 et [9. 191 si E^ est de type (R), (H) ou 
(P), tout voisinage de K contient une orbite periodique contenue dans la classe de recurrence par 
chaines de K. En particulier, K est contenu dans une classe homocline ayant des points perio- 
diques d'indice dim(£^'') ou dim(£^'^) + 1 et dont le (dim(E'^) + l)-eme exposant de Lyapunov est 
arbitrairement proche de 0. Lorsque E'^ est de type (N) et que K est strictement contenu dans sa 
classe de recurrence par chaines, nous obtenons la meme conclusion d'apres la proposition I9.22[ 
Ainsi K satisfait I'un des cas suivants. 

- K est contenu dans une classe homocline ayant des points periodiques d'indice dim(^'*) ou 
dim(£*) + 1 et dont le (dim(£'*) + l)-eme exposant de Lyapunov est arbitrairement proche 
de 0, 

- ou coincide avec sa classe de recurrence par chaines et E^ est de type (N). 

Considerons a present une classe de recurrence par chaines C de /. Si C est une classe 
aperiodique, elle contient un ensemble minimal non hyperbolique K dont le fibre central est de 
dimension 1. D'apres le corollaire 15.131 toutes les mesures supportees sur K ont un exposant de 
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Lyapunov selon E'^ qui est nul. Nous pouvons done appliquer la diseussion du premier paragraphe 
et conclure que K = C et que le fibre central est de type (N). 

Si Ton suppose que C est une classe homocline H{p), elle possede un unique indice. D'apres le 
corollaire 17.71 elle supporte une decomposition dominee E (B F telle que dini{E) coincide avec la 
dimension stable de p. Si E n'est pas uniformement contracte, on pent appliquer le theoreme l5.17l 

- Nous excluons le premier cas puisque H{p) possede un unique indice. 

- Dans le second cas, la classe possede des points periodiques ayant un exposant stable proche 
de 0. 

- Dans le troisieme cas, la classe contient un ensemble minimal non hyperbolique K. Le 
premier paragraphe montre que la classe contient des orbites periodiques ayant un exposant 
central proche de 0. Puisque dim(£'*) < dim(£'), I'exposant central est un exposant stable. 

Nous concluons (des deux derniers cas) que le fibre E se decompose E = E' QEf avec dim(£^'^) = 
1. En reprenant le raisonnement avec le fibre E' , nous en deduisons que E' est uniformement 
contracte. Puisque la classe contient des points periodiques pour lesquels E^ est un fibre stable, 
le type de E^ ne pent pas etre (N), (P) ou (H)-repulsif. D'apres la proposition 19.161 il ne pent 
etre de type (R). II est done de type (H)-attractif. Le meme raisonnement montre que F est 
uniformement dilate ou se decompose en F = ® ^vec dim(ii^2) = 1 et E'g ^st de type 
(H)-repulsif. On en deduit que H{p) est hyperbolique par chaines. □ 

Nous obtenons aussi un resultat [5^ sur la structure des quasi-attracteurs (comparer au 
theoreme I9.25P . 

Corollaire 9.32 (Crovisier-Pujals). Pour tout diffeomorphisme f appartenant d un Gs dense 
de DifF^M) \TUC, les quasi-attracteurs sont des classes homoclines hyperboliques par chaines 
H ayant une structure partiellement hyperbolique Th = E'^^ © i?™ = (£'" © E'^) ffi E^ avec 
dim(F'=) = o« 1. 

Demonstration. Considerons une classe aperiodique K. D'apres le theoreme precedent, elle pos- 
sede une structure partiellement hyperbolique Tj^M = E"^ ffi © E^ avec dim(£"^) = 1. De plus 
E^ est de type (N). La proposition 19.201 implique alors que I'ensemble instable de K coupe la 
variete stable d'une orbite periodique. On en deduit que K ne contient pas sa variete instable et 
n'est done pas un quasi-attracteur. 

Un quasi-attracteur est done une classe homocline hyperbolique par chaines H{p). Nous 
devons montrer qu'elle n'admet pas de fibre non hyperbolique £'2 de dimension 1 de type (H)- 
repulsif. Si c'etait le cas, il existerait des orbites periodiques homocliniquement reliees a p ayant 
un exposant de Lyapunov le long de £"2 positif et arbitrairement proche de 0. Puisque / satisfait 
une condition de genericite, il existe des points periodiques q d'orbites homocliniquement reliees 
a p avec une demi- variete centrale tangente a E2 arbitrairement courte : I'autre extremites de la 
variete centrale de q est bordee par un point periodique q' pour lequel E2 est un fibre stable. On 
en deduit que q' a une variete stable de dimension plus grande que celle de p. Puisque H{p) est 
un quasi-attracteur, il contient la variete instable de q : par consequent il contient q' . La classe 
H{p) contient done des points periodiques d'indices differents. La section [3?3l montre alors qu'il 
existe des perturbation de / qui possedent un cycle heterodimensionnel. C'est une contradiction. 
La classe H{p) n'a done pas de fibre non hyperbolique de type (H)-repulsif. □ 

Nous terminons par un premier resultat vers la finitude des quasi-atracteurs. 
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Proposition 9.33 (Crovisier-Pujals). Pour tout diffeomorphisme f appartenant d un Gs dense 
de Diff^(Af) \TuC, I'union des quasi- attracteurs non-triviaux est fermee. 

Nous verrons en section [10.41 que Ton pent enlever I'hypothese que les quasi-atracteurs sont 
triviaux. 

Demonstration. Considerons une suite de quasi-attracteurs non triviaux (An) qui converge en 
topologie de Hausdorff vers un ensemble compact invariant K, contenu dans une classe de recur- 
rence par chaines A. Nous devons montrer que A est un quasi-attracteur. D'apres le theoreme l9.30l 
A est partiellement hyperbolique. Nous notons E"^ son fibre instable fort. 

Affirmation 1. A est une classe homocline H{jp). 

Demonstration. Supposons par I'absurde que A est une classe aperiodique. Elle a une decompo- 
sition dominee TaM = ® E"" ® E'^ , avec dim(£"=) = 1 et E"" de type (N). La proposition |9JJJ 
implique que E'^ est non degenere. Pour n grand, le fibre E'^ est egalement defini au-dessus des 
ensembles An. Puisque les ensembles An sont des quasi-attracteurs, ils sont satures en varietes 
instables fortes tangentes a E'^ . Par passage a la limite, K est egalement sature en varietes 
instables fortes. Ceci contredit la proposition l9.2Ql puisque A ne contient pas de points periodiques. 

□ 

Affirmation 2. Nous pouvons nous ramener au cas oil la dimension stable de p est strictement 
inferieure d celle des points periodiques des classes An.. 

Demonstration. Supposons que la dimension instable de p est inferieure ou egale a celle des 
classes An. Considerons des families de plaques W^'^jW^^ definissant sur H{p) une structure de 
classe hyperbolique par chaines. Elles s'etendent egalement au-dessus des quasi-attracteurs An- 

Si E'^'^ est uniformement dilate, les quasi-attracteurs An sont satures en plaques de W^". 

Sinon, il y a une decomposition E"^" = E^ (B E^ et Ton pent aussi considerer une famille 
de plaques centrales tangentes a E^ et piegees par f~^. Nous remarquons que les plaques 
pour X & An sont contenues dans An. En effet, si ce n'etait pas le cas il existerait un 
point periodique q homocliniquement relie a I'orbite de p dont la variete instable ne contient pas 
entierement la plaque Wg : il existe un point periodique q' G Wg qui borde la variete instable 
de q. Puisque An est un quasi-attracteur, il contient la variete instable de q et done le point q' . 
Cependant le point q' est d'indice different de I'indice de q et la section [3^ montre que Ton pent 
creer un cycle heterodimensionnel par perturbation. C'est une contradiction. 

Dans les deux cas les quasi-attracteurs An sont satures en plaques W^". Par passage a la 
limite c'est aussi le cas de K. 

D'apres le lemme ISTTOl il existe un ensemble dense de points periodiques q homocliniquement 
rehes a I'orbite de p tels que Wg* C W''{q) et W^" C W^{q). II existe un tel point q proche 
de K dont la variete stable intersecte transversalement une plaque centre-instable de K. On en 
deduit finalement que H{p) contient la variete instable de p. D'apres la section [331 H{p) est un 
quasi-attracteur. Ceci conclut la demonstration. Par consequent, nous sommes ramenes au cas 
ou la dimension instable de p est strictement plus grande que celles des classes An. □ 

Nous en deduisons que H{p) a une decomposition dominee ^^(p) = E'^'^ ® E'^ (B E'^ avec 
dim{E^) = 1 telle que E'^ est de type (H)-repulsif au-dessus de H{p) et de type (H)-attractif 
au-dessus des quasi-attracteurs An. Nous allons montrer que ceci mene a une contradiction. 
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On considere un point z G K et on fixe un petit voisinage U de z. En utilisant I'expansion 
uniforme le long de -B", on en deduit que pour tout n grand, il existe une orbite de An qui evite 
le voisinage U. D'apres le theoreme de densite (corollaire 12.81) . il existe une orbite periodique On 
contenue dans un petit voisinage de An qui evite U. En considerant des plaques centre-stable 
piegee suffisamment petites au-dessus de la dynamique proche de An, on montre que An contient 
une orbite periodique 0.„ rencontrant les memes plaques centre-stable que On- Par consequent 
I'orbite periodique 0„ C An evite I'ouvert U. 

Affirmation 3. Pour tout n assez grand, il existe un voisinage Un de f forme de diffeomorphis- 
mes pour lesquels les continuations de W'^{On) et W^{p) s 'inter sectent. 

Demonstration. D'apres I'affirmation precedente, E'^ est un fibre stable de 0„. II existe done un 
point X € On tel que pour tout fc > on ait nto^ ^ 1- La domination entre E^'^ 

et E^ implique alors que W^^ est contenue dans I'ensemble stable de 0„. Par ailleurs, K est 
contenu dans I'adherence de la variete W'^{p). On en deduit que W^{On) et W'^{p) ont un point 
d'intersection transverse z, i.e. T^M = TzW^{On) + TzW'^{p). Cette propriete est robuste aux 
petites perturbations dans Diff^(M). □ 

Pour n grand, W'^{On) rencontre un voisinage arbitrairement petit de z. Par ailleurs, la variete 
W^[f'^{p)) rencontre tout voisinage de z pour un entier k. Le lemme de connexion permet de 
creer une perturbation C^-proche de /, telle que W^{On) et W^{f^{p)) s'intersectent. On en 
deduit que p et 0„ sont lies par des orbites heteroclines de g. Puisque leurs indices different, 
nous avons cree un cycle heterodimensionnel, ce qui est une contradiction. □ 
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Chapitre 10 

Hyperbolicites topologique et uniforme 



Ce chapitre traite de la conjecture de Palis. Nous savons (theoreme I9.3QP que les diffeomor- 
phismes loin des bifurcations homoclines sont partiellement hyperboliques. Nous devons a present 
montrer que les fibres centraux des dynamiques partiellement hyperboliques du theoreme 19.301 
sont des fibres uniformement contractes ou dilates. 

La conjecture de Palis a ete resolue sur les surfaces par Pujals et Sambarino |149| . 

Theoreme 10.1 (Pujals-Sambarino). Lorsque M est de dimension 2, tout diffeomorphisme pent 
etre approche dans Diff^(M) par un diffeomorphisme hyperbolique ou par un dijfeomorphisme 
ayant une tangence homocline. 

En dimension superieure, nous avons montre avec Pujals [52] que, loin des bifurcations homo- 
clines, sur un ouvert dense de M la dynamique se comporte comme une dynamique hyperbolique. 
Plus precisement, un diffeomorphisme est dit essentiellement hyperbolique s'il possede un nombre 
fini d'attracteurs hyperboliques dont I'union des bassins est dense dans M, ainsi qu'un nombre 
fini de repulseurs hyperboliques dont I'union des bassins est denses dans M . 

Theoreme 10.2 (Crovisier-Pujals). Tout diffeomorphisme peut etre approche dans Diff^(M) 
par un diffeomorphisme essentiellement hyperbolique ou par un diffeomorphisme qui presente 
une tangence homocline ou un cycle heterodimensionnel. 

La demonstration du theoreme 110.11 (et ses generalisations) repose essentiellement sur un 
argument de distorsion et utilise pour cela le passage en regularity . Le demonstration du 
theoreme 110.21 est plus geometrique : c'est pour cette raison que Ton obtient seulement I'hyper- 
bolicite des attracteurs et que Ton ne controle pas la dynamique sur les pieces de type "selle". 

10.1 Hyperbolicite des fibres extremes 

Nous avons vu en section 19.61 qu'au-dessus d'un ensemble transitif par chaines K qui n'est 
pas un puits, un fibre extreme de dimension 1 est "topologiquement hyperbolique" (il est de type 
(H)). Dans certains cas, il est possible de demontrer qu'il est uniformement hyperbolique. 

Sur les surfaces, la symetrie entre E et F permet |149| d'obtenir I'hyperbolicite de K. 

Theoreme 10.3 (Pujals-Sambarino). Lorsque M est de dimension 2, pour tout diffeomorphisme 
appartenant a un Gs dense de Diff^(M), tout ensemble compact invariant K ayant une decom- 
position dominee non triviale est hyperbolique. 
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Ceci entraine la conjecture de Palis sur les surface. 

Demonstration du theoreme \10.1\ Considerons un diffeomorphisme qui ne peut pas etre approche 
par un diffeomorphisme ayant une tangence homocline. Nous pouvons I'approcher par un diffe- 
omorphisme / appartenant a un dense de Diff^(M). D'apres le theoreme 19.301 chaque classe 
de recurrence par chaines de / possede une decomposition dominee non triviale, elle est done 
hyperbolique d'apres le theoreme precedent. □ 

Ce resultat se generalise |151| en dimension superieure lorsque E est uniformement contracte. 

Theoreme 10.4 (Pujals-Sambarino). Pour tout diffeomorphisme appartenant d un Gs dense 
de Diff^(M), toute classe homocline H ayant une decomposition dominee ThM = E (B F avec 
dim(F) = 1 et E uniformement contracte est hyperbolique. 

Nous avons etendu [52] ces travaux dans un cadre ou E n'est plus uniformement contracte : 
nous supposerons a la place que E est finement piegee et qu'il existe une famille de plaques 
localement invariante W tangente a E (rappelons que d'apres la section 15.91 une telle famille 
de plaques est essentiellement unique) et telle que pour tout x ^ H I'intersection H n Wx est 
totalement discontinue. 

Theoreme 10.5 (Crovisier-Pujals). Pour tout diffeomorphisme appartenant d un Gs dense de 
Diff^(M) et toute classe homocline H ayant une decomposition dominee ThM = E (B F avec 
dim(F) = 1 et verifiant : 

- E est finement piegee, 

- il existe une famille de plaques W localement invariante et tangente a E telle que Wx H H 
est totalement discontinu pour tout x G H, 

le fibre F est uniformement dilate ou H est un puits. 

Remarque 10.6. Ces resultats restent vrais pour des ensemble compacts invariants K contenus 
dans une variete localement invariante normalement hyperbolique. Par exemple, si N est une 
surface et si K possede une decomposition dominee tangente a non triviale, alors K est un 
ensemble hyperbolique. 

10.2 Technique de Mane- Pujals-Sambarino 

Mane avait demontre un resultat similaire [96| pour les endomorphismes du cercle. Pour les 
diffeomorphismes en dimension plus grande, I'idee est d'exploiter la contraction (topologique ou 
uniforme) le long des plaques tangentes a E pour "quotienter" la dynamique dans la direction 
centre-stable et se ramener ainsi a un cadre essentiellement unidimensionnel. 

Les theoremes 110.31 110.41 et 110.51 sont la contrepartie de resultats non perturbatifs en classe 
C^. Nous considerons done dans la suite un diffeomorphisme / E Diff^(M) et un ensemble 
compact invariant K muni d'une decomposition dominee Tj^M = E (B F avec dim(F) = 1. Nous 
supposerons que : 

a) pour tout point periodique de K, le fibre F est uniformement dilate ; 

b) K ne contient pas de courbe fermee simple tangente a F, invariante par un itere de /. 
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En effet, si Ton suppose que / est un diffeomorphisme Kupka-Smale, tous les points periodiques 
qui ne verifient pas la premiere condition sont des puits et les courbes de la seconde condition sont 
normalement hyperboliques et portent une dynamique tres simple. En retirant toutes les courbes 
(en nombre fini), tous les puits de K et leur bassins, on se ramene aux conditions enoncees 
ci-dessus. 

On demontre alors que F est uniformement dilate au-dessus de K par une "recurrence" : on 
se ramene aisement a un ensemble K ayant la propriete supplementaire suivante : 

c) Pour tout sous-ensemble compact invariant K' C K, le fibre F^x' est uniformement dilate. 

Nous introduisons egalement une famille de plaques piegees W^* tangente a E. 

La demonstration comporte plusieurs etapes. 

1) Hyperbolicite topologique. En utilisant que pour tout sous-ensemble, F est unifor- 
mement dilate, on montre qu'il existe une famille de plaques VV"^" localement invariante 
et tangente a F telle que |/"(W™)| — > lorsque n — > oo. C'est cet argument, de type 
Denjoy-Schwartz, qui permet de demontrer le theorem 19.131 

2) Construction de boites markoviennes. On construit alors une "boite" munie d'une 
lamination centre-instable, i.e. une reunion B de courbes contenues dans des plaques de 
W^" telle que B n K est d'interieur non vide dans K. Nous demandons egalement a de 
verifier des proprietes de type "rectangles de partitions de Markov". 

3) Hyperbolicite uniforme. En induisant dans B, les proprietes markoviennes de B, la 
contraction topologique des plaques de W et un controle de distorsion montrent alors que 

— > en tout X G K lorsque n ^ oo. 

Les etapes 1) et 3) sont identiques pour chacun des theoremes 110.31 [T0.4l et [T03] mais la partie 
2) est specifique. 

- Dans le cas des surfaces, on exploite le fait que les plaques W"' et W^^ sont de dimension 
1 pour chercher a construire un rectangle geometrique borde par deux plaques de W^^ et 
deux plaques de W^". 

- Dans le cas oil le fibre E est uniformement dilate, il est possible de construire une partition 
de Markov pour la classe homocline H . La boite B est construite a partir de I'un des 
rectangles de la partition. 

- Dans le cas oil E est seulement finement piegee, I'hypothese de discontinuite dans les 
plaques permet a nouveau de construire une partition adaptee. Plus precisement, pour 
tout X G H, il existe un ensemble compact Cx C verifiant : 

i) pour x,x' € H on a Cx = Cx' ou Cx H Cx' = 0, 

ii) pour tout j; E if, on a f{Cx) C Cf(^x)^ 

iii) {Cx) varie contintiment en topologie de Hausdorff avec x € H. 

La boite B s'obtient alors en fixant x & H,en considerant des segments de courbes contenus 
dans les plaques W^" pour y £ H Ci Cx a extremites contenues dans deux plaques W^l et 
>V^+ proches de W^^ 

10.3 Classes homoclines a plaques centre-stables discontinues 

Nous enongons a present dans le cadre des ensembles hyperboliques un resultat non pertur- 
batif qui permet de satisfaire I'hypothese topologique du theoreme 110.51 



120 



CHAPITRE 10. HYPERBOLICITES TOPOLOGIQUE ET UNIFORME 



Theoreme 10.7 (Crovisier-Pujals). Considerons un ensemble hyperbolique K localement maxi- 
mal muni d'une decomposition dominee T^M = E'^ ® = {E'^'^ © E'^) © E"^ avec dim{E'^) = 
dim(ii^") = 1. Alors I'un des trois cas suivants se produit : 

- K est contenu dans une sous-variete localement invariante tangente a E^ ® E^ ; 

- K possede une connexion forte generalisee ; 

- pour tout X G K I 'intersection Wf^^{x) n K est totalement discontinue. 

Ce resultat s'etend aux classes homoclines hyperboliques par chaines. 

Theoreme 10.8 (Crovisier-Pujals). Considerons une classe homocline H et une decomposition 
dominee ThM = E"^ © E""" = {E'' © E") © avec dimiE") = dim(£;^") = 1 telle que E"' 
et E^^ soient finement pieges par f et respectivement. Alors I'un des trois cas suivants se 
produit : 

- H est contenue dans une sous-variete localement invariante tangente a E'^ Q) -E"^" ; 

- H possede une connexion forte generalisee ; 

- il existe une famille de plaques VV"^* localement invariante et tangente a E'^^ telle que pour 
tout X G H I 'intersection W^'' n H est totalement discontinue. 

Idee de la demonstration. Supposons H sans connexion forte generalisee. 

Affirmation. // n'existe pas d'ensemble connexe C C H non reduit a un point et contenu dans 
une variete stable forte. 

Demonstration. Supposons le contraire. Nous utilisons les deux proprietes suivantes. 

- En iterant C negativement, on obtient des ensembles connexes de diametre arbitrairement 
grand dans les feuilles stables fortes. 

- Les projections de C par holonomie le long des plaques centre-instables, preservent les 
feuilles stables fortes : en effet, si I'image C de C par holonomie est contenue dans une 
plaque centre-stable et rencontre plusieurs varietes stables fortes, on choisit un point pe- 
riodique q proche de C et on en deduit que la plaque centre-instable W^" de q rencontre 
C. Les iteres f~^{C) lorsque n —f +00 convergent vers une partie connexe non triviale 
contenue dans H Cl W^^{q). Ceci contredit I'hypothese sur H. 

En transportant C par holonomie sur une variete stable d'orbite periodique q contenue dans 
H, ces proprietes impliquent que W^'^{q) rencontre H sur un ensemble connexe non trivial, 
contredisant I'hypothese que H n'a pas de connexion forte generalisee. □ 

Supposons que H contienne un ensemble connexe non trivial C contenu dans une plaque 
centre-stable. Puisque C intersecte chaque variete stable forte selon un ensemble totalement 
discontinu, C est un graphe au-dessus de la direction centrale : c'est une courbe. 

Considerons a present une orbite periodique O ayant un point q proche de C. La projection 
de C sur la plaque centre-stable de q defini une nouvelle courbe Cg C H ] puisque W^'^i^q) \ {q} 
n'intersecte pas C, cette courbe contient q. En iterant, on obtient egalement une courbe en 
chaque point de O. Puisque H contient un ensemble dense de points periodiques, on construit 
par passage a la limite une courbe Cx C H en chaque point de H. 

Supposons que H n'est pas contenue dans une variete tangente a ffi £"^". D'apres le theo- 
reme [621 il existe deux points x ^ y tels que W^^{x) = Soit q un point periodique 
proche de y. La projection par holonomie de Cx sur la plaque centre-stable de q coupe W^^{q) 
en un point de W'^'^{q) \ {q} appartenant a H. Nous avons a nouveau contredit I'existence d'une 
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connexion forte generalisee. Par consequent, les composantes connexes de H dans les plaques 
centre-stables sont triviales. □ 

10.4 Application : non degenerescence des fibres uniformes 

Nous deduisons des sections precedentes un resultat [52] qui complete le theoreme 19.301 

Corollaire 10.9 (Crovisier-Pujals). Pour tout dijfeomorphisme appartenant a un Gs dense de 
DifF^(M) \T U C, toute classe de recurrence par chatnes qui n'est pas un puits ou une source pos- 
sede une structure partiellement hyperbolique avec fibres stables et instables forts non degeneres. 

Demonstration. Nous appliquons le theoreme 19.301 sur la structure partiellement hyperbolique 
des classes de recurrence par chaines. 

Considerons une classe aperiodique. Elle possede une structure partiellement hyperbolique 
avec central de dimension 1 de type (N). La proposition 19.111 montre alors directement que les 
fibres uniformes sont non degeneres. 

Considerons une classe homocline non hyperbolique H{p) : elle admet une structure partiel- 
lement hyperbolique de la forme ® ® E^ ou E^ ® E^® E2® E^. Dans le premier cas, 
le theoreme 110.41 montre que E^ et E'^ ne sont pas degeneres si la classe n'est pas un puits ou 
une source. Dans le second cas, la classe est hyperbolique par chaines avec une decomposition 
^cs ^ ^cu ^ (^^s ^ ^ (^c ^ ^uy g- degenere, le theoreme fTTrSl montre que Ton est 

dans I'un des cas suivants. 

- La classe est contenue dans une surface tangente a E^(B E2 et d'apres le theoreme 110.31 et 
la remarque 110.61 elle est hyperbolique : c'est une contradiction. 

- La classe possede une connexion forte. Si le fibre Ef n'est pas uniformement contracte, il 
existe des orbites periodiques homocliniquement reliees a p ayant un exposant selon E^ 
arbitrairement faible d'apres le theoreme 19.301 On deduit du lemme [8?7l que Ton perturber 
le diffeomorphisme pour creer un cycle heterodimensionnel. C'est a nouveau une contra- 
diction. 

- La classe est totalement discontinue le long des plaques centre-stables. 

On applique alors le theoreme 110.51 et on en deduit que E2 est uniformement dilate. □ 

Corollaire 10.10 (Crovisier-Pujals). Tout diffeomorphisme dans un Gs dense de Diff^(Af) \ 
T UC, possede au plus un nombre fini de puits et de sources. 

Demonstration. Une suite de puits ou de source doit s'accumuler sur une partie d'une classe de 
recurrence par chaines qui n'est ni un puits ni une source. □ 

10.5 Hyperbolicite des quasi-attracteurs 

Void un nouveau resultat sur la geometric des ensemble hyperboliques : quitte a perturber, 
I'existence de variete stables fortes rencontrant la classe en plusieurs points pent etre detectee 
sur les orbites periodiques. Ceci reprend un travail anterieur de Pujals |145l 1146] . 

Theoreme 10.11 (Crovisier-Pujals). Soit K un attracteur hyperbolique avec une decomposition 
dominee TkM = E' ® E"" = {E'' E^) E"", dimiE") = 1. 
II existe alors une perturbation g G Diff^(M) de f telle que 
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- ou bien W^^{x) (1 K = {x} pour tout x G K, 

- ou bien K possede une connexion forte generalisee. 

Ce resultat s'etend aux classes hyperboliques par chaines. 

Theoreme 10.12 (Crovisier-Pujals). Soit H un quasi- attracteur qui est une classe homocline 
avec une decomposition dominee ThM = E""" © = (E"* © E"") © E^ , dim(E"') = 1 telle que 
E^^ est finement piege. 

II existe alors une perturbation g G Diff^(M) de f telle que 

- ou bien W^^{x) H H = {x} pour tout x £ K, 

- ou bien H possede une connexion forte generalisee. 

Nous pouvons a present terminer la demonstration du theoreme 110. 21 

Demonstration du theoreme \ 10. SI Par symetrie, il sufRt de traiter le cas des attracteurs. 

Nous Savons d'apres le theoreme 19.321 que chaque quasi-attracteur qui n'est pas un ensemble 
hyperbolique est une classe homocline avec une decomposition dominee ThM = E^^ © E''^" = 
(E^ © E'^) © E'^, dim{E'^) = 1. Nous pouvons alors appliquer le theoreme 110.121 Dans le premier 
cas, le theoreme 16.21 montre que H est contenue dans une sous-variete localement invariante 
tangente a ^^'^ © E^. Le theoreme 110.41 et la remarque 110.61 impliquent alors que H est un en- 
semble hyperbolique. Dans le second cas, puisque H possede des orbites periodiques faibles 
homocliniquement reliees a p, il existe d'apres le lemme 18.71 une perturbation de / admettant 
un cycle heterodimensionnel : c'est une contradiction. Nous avons done montre que tons les 
quasi-attracteurs sont des ensembles hyperboliques. 

D'apres les resultats de la section [331 I'union des bassins des attracteurs est dense dans M. 
D'apres le corollaire 110.101 I'ensemble des puits de / est fini. D'apres la proposition 19.331 I'union 
des attracteurs non triviaux est fermee : il n'y a done qu'un nombre fini d'attracteurs. □ 

10.6 Classification des connexions fortes 

Abordons maintenant certains arguments importants de la demonstration du theoreme ll0.12i 

Proposition 10.13. Considerons une classe homocline H{p) ayant les memes proprietes qu'au 
theoreme \ 1 0. 1^ Elle satisfait alors I'un des cas suivants : 

a) il existe g C^-proche de f tel que, pour tout x appurtenant a la continuation H{pg) de 
H{p) pour g, on ait W^'^{x) n H{jpg) = {x} ; 

b) il existe g C^-proche de f ayant une connexion forte generalisee ; 

c) il existe deux points periodiques px,Py homocliniquement relies a I'orbite dep, et un ouvert 
U de diffeomorphismes g C^-proche de f tels que pour tout g £ U il existe deux points 
distincts x G W^{px) et y £ W'^{py) dans H{pg) avec W^'^{x) = W^'^{y) ; 

d) il existe un point periodique q homocliniquement relie a I'orbite de p et pour tout diffeo- 
morphisme g C^-proche de f deux points Xg ^ Ug dans W^{qg) r\H{pg) tels que W^^{xg) = 
W'^yg). 

Idee de la demonstration lorsque K = H{p) est un ensemble hyperbolique. Nous pouvons suppo- 
ser qu'il existe x ^ y dans K avec ^^{x) = W'^^{y) car sinon nous sommes dans le cas a). 

Fixons une famille de plaques centre-instables et une petite constante e > 0. Nous 

comparons alors les varietes instables Wl^^{x) et en projetant sur la plaque 

centre-instable de x par I'holonomie 11'^'* le long des varietes stables fortes. Trois cas sont possibles. 
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- Intersection transverse. II existe x / y dans K avec = tels que la projection 

n'*''(VFj"^(y)) intersecte les deux composantes connexes de B{x,e) fl (W^" \ Wl^^{x)). 

- Integrabilite jointe. II existe x ^ y dans K avec W^^{x) = W^^{y) et tels que {Wl^^{y)) 

et WIIj^{x) coincident dans B{x,£). 

- Intersection strictement non transverse. Pour tout x y avec W^'^i^x) = W^^{y), la 

projection W^{Wl^^{y)) est disjointe de I'une des composantes connexes de B{x, e)ri{W^'^\ 
^ioc(^)) intersecte I'autre. 

Dans le cas transverse, on choisit Px,Py periodiques proches de x et y respectivement. Par 
continuite du feuilletage instable, nous sommes dans le cas c). 

Dans le cas de I'integrabilite jointe, on choisit q periodique proclie de x. Sa variete stable locale 
coupe W'^{x) et W^{y) en deux points x',y' & K. On a W'^^{x') = W^^{y'). Pour tout diffeomor- 
phisme C^-proche les continuations hyperboliques x'g,yg G Kg de x',y' pour g appartiennent 
toujours a la variete stable locale Wf^^{qg). Si y'g appartient a la variete Wf^^{x'g) pour tout g 

proche de /, nous sommes dans le cas d). Si y'g n'appartient plus a la variete ^^^^{x'g), on 
considere un arc {gt) entre f et g dans un petit voisinage de / dans DifF^(M). Puisque x' est 
accumule par des points periodiques de nous en deduisons qu'il existe gt tel que W^{ygJ 
appartient a la variete instable d'un tel point periodique. Nous obtenons done une connexion 
forte generalisee (cas b). 

II reste a examiner le cas strictement non transverse. Puisqu'il n'y a pas d'intersection trans- 
verse, les points x ^ y avec W^^{x) = W^^{y) ne sont accumules par K n Wi^^{x) que d'un seul 
cote de WfJ'^{x) (voir la figure fTOTT]) . De tels points sont appeles points de frontiere stable forte. 




Fig. 10.1 - Intersection strictement non transverse. 

Lemme 10.14. Les points de frontiere stable forte appartiennent a la variete instable d'un point 
periodique qui est un point de frontiere stable forte. Ces points periodiques frontiere sont en 
nombre fini. 

Considerons les points periodiques frontiere stable forte pi, . . . ,pi de / et leur varietes in- 
stables locales. S'il existe un arc {gt) de diffeomorphismes proches de / et un point y G ^i^ciP'd 
tel que 

- XgQ := n''**(yg,j) appartient a une autre variete Wl^^{pj), 
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- n**(yg^) appartient a la composante connexe de Wf^^{xg-^^) \ Wf^^{xg^) dans laquelle K 
accumule x^, 

nous concluons comme precedemment que I'un des diffeomorphismes gt a une connexion forte. 
Nous sommes dans le cas b). 

Dans le cas contraire, s'il existe un diffeomorphisme g C^-proche de / tel que toutes les 
intersections {Wl^^{pi)) n Wl^^{pj) sont disjointes, nous sommes dans le cas a). 

Finalement, il existe un ouvert U de diffeomorphismes proche de / en topologie et deux 
points Pi, pj tels que pour tout g £U les varietes n**(Wj"^(pi)) et Wl^^{pj) s ' inter sect ent. Nous 
sommes alors dans le cas c). □ 

10.7 Connexions de varietes instables periodiques 

Nous discutons a present le cas c) du theoreme ll0.12l (dans le cadre hyperbolique) et montrons 
que I'on pent perturber / pour obtenir une connexion forte. 

Proposition 10.15. Considerons un attracteur hyperbolique K avec une decomposition dominee 
TkM = E" ® E"" = {E^" e E'') e -E" telle que dim(£;'^) = 1. Supposons qu'il existe deux points 
periodiques Px,Py G K et, pour tout g C^-proche de f, deux points distincts x G W^{px,g) et 
y e W^ipy^g) de Kg tels que W{x) = W{y). 

II existe alors g -proche de f et q £ H{Pg) periodique tel que W^^{q) intersecte W'^{py). 

Idee de la demonstration. Soient : 

- Au > 1 une constante qui minore la dilatation des iteres positifs de / le long de i?", 

- A € (0, 1) une constante qui minore la domination entre E^'^ et E^, 

- log(Ac) I'exposant de Lyapunov de I'orbite de px le long de E^. 

Quitte a le remplacer par un diffeomorphisme proche, nous pouvons supposer que / est de 
classe et lineaire au voisinage de px. Nous pouvons supposer egalement que W^'^{px) \ {px} 
est disjoint de K puisque dans le cas contraire le lemme de connexion permet de creer par per- 
turbation une intersection entre W^^'ijpx) et W'^{py) et de conclure directement la demonstration 
de la proposition. Nous noterons W^^^ipy) et Wf^^ipx) des varietes locales de px et py contenant 
x,y respectivement. 

Connexion a retours lents. Nous dirons que la connexion est a retours lents s'il existe des 
echelles d > arbitrairement petites telles que le temps d'entree pour x et y dans la boule 
U = B{f~^{x), d) est superieur a Co.|log(d)| pour une certaine constante Co > 0. Dans ce 
cas, nous perturbons / dans la boule U pour obtenir un diffeomorphisme g tel que g{f~^{x)) 
appartienne a la plaque centrale de x. La distance r entre g{f~^{x)) et x verifie r/d > e ou e ne 
depend que de la taille de la perturbation autorisee. 

Apres perturbation les continuations Xg et yg de x, y appartiennent a giWl^g(.{px)) et a Wl^^^{py) 
mais ne coincident pas necessairement avec g{f~^{x)) et y. On a les estimees 

dixg,g{r\x))) < A-"% d{yg,y) < A-"^ 

ou nx,ny sont les temps d'entree de rr et y dans U. 

Puisque / est de classe C^, I'holonomie n^** du feuilletage stable fort (defini sur un voisinage 
de K) est holderienne [144] : il existe a tels que 



diUf{yg),Uf{y))<d{yg,y) 
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Nous comparons egalement les holonomies Iiy,Ilg^ pour / et pour g : 




d{g{f-\x)),x) - d{g{f-\x)),xg) - diUl'^{yg),Uf{yg)) - d{Uyiy,),Uf{y)). 



Par consequent Xg ^ Ilg^{yg) lorsque 



r — A 



—a.n. 



v 



A""9 > 0. 



Les temps d'entree nx,ny,ny^ sont essentiellement les memes car yg est la continuation de y et 
x,y appartiennent a une meme variete stable forte. Nous notons n = mi{nx,ny,nyg). Puisque 
r > e.d, la connexion entre x et y est brisee par perturbation lorsque n > Cq.] log{d)\ pour une 
certaine constante Co > 0, ce qui est le cas puisque la connexion est a retours lents. 

Considerons un arc de diffeomorphismes (gt) proche de / et joignant f k g. Par continuite, il 
existe un diffeomorphisme gt tel que WfJ'^{ygJ intersecte la variete instable d'un point periodique 
de K proche de x. Ceci conclut la demonstration de la proposition dans ce cas. 

Connexion a retours rapides. Dans ce cas, pour tout d > 0, le temps de retour de x et y 
dans la boule U = B{f~^{x), d) est inferieur a Co.| log{d)\. Ceci implique le lemme cle suivant. 

Lemme 10.16. // existe a > b > et n arbitrairement grand tel que : 

- f^{x) est a distance inferieure a e~"'" de x, 

- les iteres f^{x), < k < n, sont a distance superieure a e~^'^ de x. 

Demonstration. Considerons la suite des plus proches retours de x pres de lui meme. Nous 

fixons un voisinage W de I'union des varietes stables et instables locale de I'orbite de px. Nous 
supposons que I'orbite passee de f~^{x) est contenue dans VF, mais x ^ W . Pour chaque retour 
/"'(x) de X pres de lui-meme, nous notons . . . , /"'"^(x)} le segment d'orbite maximal 

contenu dans W . 

Pour chaque i, la longueur li = Ui — rrii est de I'ordre de | log((ij)|, ou di est la distance entre 
/"■'(x) et la variete En effet, puisque ^^{px) \ {Px} est disjoint de -fC, les retours pres 

de X et de px se font le long de la direction centrale unidimensionnelle. Puisque / est lineaire au 
voisinage de px, la distance di est de I'ordre de A^'. 

Par hypothese nous avons done 



m < Co.\log{d^)\ < Ci.ii. 




< {l + e).R. 
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Nous choisissons ensuite rii arbitrairement grand pour que 

> {l-e).R. 

Hi 

Pour tout Jo < j < i nous avons nj < Ui — ii et done 

Ij < (1 + e).R.nj < (1 + e).R.{l - (1 - e).R).ni. 

Nous posons ao = {1 — e)"^ .R et bo = (1 + e)^.-R.(l — (1 — e).R). Puisque R appartient a [C^-^, 1], 
nous avons uq > bo > 0. On a bien 

et pour tout j < i, 

dj > Ai^+"^^^ > A^°-"\ 

Le lemme est done demontre avee a = cq | log Ad et b = bo \ log Ac | . □ 

Pour conclure la demonstration de la proposition 110.151 dans ce cas, nous considerons un 
disque D contenu dans la variete stable forte de y et contenant x et y. Pour tout point z G D 
et tout retour /""{z) pres de x, le rayon de f^{D) est tres petit devant la distance d de /"(z) a 
W]^^^{px) : si I est le temps de passage pres de I'orbite de px, la distance d est de I'ordre de A^ et 
le rayon de f^{D) est inferieur a Ag, ou A^ < Ac majore la contraction de -D/^^ le long de E'^ . 

Choisissons n comme dans le lemme precedent : f^{D) est contenu dans une boule centree en 
X et de rayon tres petit devant les distances a x des images f^{D)^ < A: < n. II existe done une 
perturbation g de f pres de f~^{x) telle que g^{D) C D. On en deduit que g possede un point 
periodique q £ D dont la variete stable forte contient D. Puisque W^^^ipy) n'a pas ete perturbe, 
W^^{q) et W'^{py) s'intersectent. 

□ 

10.8 Connexions contenues dans une variete stable periodique 

Pour terminer la demonstration du theoreme llO.lll nous devons expliquer comment perturber 
dans le cas d) de la proposition 110.131 afin de creer une connexion forte. 

Proposition 10.17. Considerons un ensemble hyperbolique K localement maximal muni d'une 
decomposition dominee T^M = E^ (B E"^ = {E'^'^ © E'^) © E"^ avec dim{E'^) = 1. Supposons qu'il 
existe q G K periodique et deux points x ^ y de K et tels que pour tout g proche de f les 
continuations Xg et yg verifient Xg S W'^^{yg). 

II existe alors un arc de diffeomorphismes {gt) C^-proche de f et des points x',y' G K tels 
que Wf^^{x'g^) traverse Wl^^{y'gJ lorsque t varie. 

On obtient la connexion forte en remplagant z par un point periodique proche. 

Nous supposerons pour simplifier que q est un point fixe et (quitte a remplacer / par un 
diffeomorphisme proche) que la dynamique est lineaire au voisinage de q. Dans une carte, / est 
de la forme : 

^ (^*(x^^),Ac.x^^"(x")), 
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ou sont des applications lineaires contractantes et Ac appartient a (—1,0) U (0,1). 

Nous notons d^^ la dimension du fibre E^^. 

Dans la variete stable locale Wf^^{q) (qui coincide avec M'^'"'"'"^ x {0} localement), le feuilletage 
stable fort coincide avec le feuilletage en sous-espaces aflfines paralleles a M'^''^ x {0}. 

II existe un point z G W^{q) H W'^{q) fl K d'orbite distincte de celles de x et y. Fixons 
un disque D de W^{q) qui contient z. Quitte a remplacer z par un itere negatif, nous pouvons 
supposer que tous ses iteres negatifs sont contenus dans le voisinage linearisant de q. Par petite 
perturbation, nous pouvons redresser D et le feuilletage stable fort dans D : le disque D est alors 
contenu dans un plan parallele a M^^^+i X {0} et J-^^ est le feuilletage en sous-espaces paralleles 
a M'^" X {0}. 

Nous comparons a present les espaces instables aux points de K proches de q : nous nous 
interessons ainsi aux angles entre deux espaces instables dans la direction centrale, i.e. a Tangle 
entre leurs projections dans I'espace de coordonnees E^{q) © E'^{q). 

En remplagant x, y par des iteres positifs, E^{x), E'^{y) sont arbitrairement proches de E^{q). 




Fig. 10.2 - Perturbation dans une variete stable periodique. 

Nous fixons une petite constante a > 0. Nous perturbons / au voisinage de f~^{x) en 
un diffeomorphisme g de sorte que g coincide avec / au voisinage de f~^{x) sur VF*(g) mais 
Dgj-n^j.yE^{f~^{x)) est envoye sur un espace faisant un angle a avec E^{x). 

La norme de la perturbation peut etre rendue arbitrairement C^-petite si le support de la 
perturbation est contenu dans un voisinage arbitrairement petit de f~^{x). En revanche Tangle 
a est donne par la taille de la perturbation C^. On en deduit que les continuations Xg,yg restent 
arbitrairement proches de x,y. Par consequent, E^{xg) fait un angle proche de a avec E^{x) et 
E^{q) ; I'espace E^{yg) un angle arbitrairement petit avec E^{y) et E^{q). 
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Les iteres g~'^{D) pour n > grand s'accumulent sur Wi^J^q) et recoupent WH^Jxg)., Wf^^^Ug) 
en deux points x',y'. Pour n grand les vecteurs {xg,x') et {yg,y') sont proches de E^^{xg) et 
E^(ilg). Soit y" la projection de x' sur la plaque centre-instable de y'g, par I'holonomie le long 
des varietes stables fortes. Voir la figure [T0?2l 

Les orbites positives de x' par g et f coincident. Par consequent la variete stable forte locale 
de x' est la meme pour / et pour g : c'est un sous-espace affine parallele a Wf^^{x'). On en deduit 
que les vecteurs {xg,x') et (yg,y") ont la meme direction. Par consequent pour g, {yg,yg) fait un 
angle proche de a avec E^{yg) et E^{q). 

Considerons a present un arc de diffeomorphismes en faisant varier Tangle a : par continuite 
nous pouvons assurer que la direction du vecteur {yg,yg) traverse Eg, en projection dans I'espace 
de coordonnee E'^{q) © E'^'^{q). On en deduit que Wil^^{x'g) traverse Wf^^iyg). □ 

10.9 Continuation des classes hyperboliques par chaines 

Pour generaliser les raisonnements des sections precedentes dans le cas des classes hyperbo- 
liques par chaines (i.e. dans le cadre du theoreme 110. 12p . nous avons besoin de definir la notion 
de continuation de la classe (qui ne pose pas de probleme dans le cadre hyperbolique). 

On considere une classe de recurrence par chaines qui est une classe homocline H{p) avec 
une structure partiellement hyperbolique Tm^p-^M = E^ @ E'^ (B E^, dim(£"^) = 1, telle que 
E'^ est finement piegee. Pour tout g C^-proche de /, la classe homocline H{pg) est contenue 
dans un petit voisinage de H{p), possede la meme structure partiellement hyperbolique, et reste 
hyperbolique par chaines (theoreme I5.20p . 

Remarquons que H{p) possede un ensemble dense V de points periodiques q pour lesquels 
I'exposant de Lyapunov central est uniformement majore par une constante strictement negative, 
et il exist e egalement une famille de plaques tangent e a E^ ® E^, piegee, telle que Wg* C 
W^{q) pour chaque point q &V. 

Lemme 10.18. // existe un voisinage U C Diff^(M) de f forme de diffeomorphismes g pour les- 
quels la continuation hyperbolique qg de chaque point q € V est Men definie et tels que I 'ensemble 
{Qgi Q £ T^} es< dense dans H{pg). 

Definition 10.19. Pour g,g' G U, deux points x G H{pg), x' G H{pgi) ont la meme continuation 
s'il existe une suite (g„) de V telle que {qn,g) converge vers x et {qn,g') converge vers x' . 

Le lemme [TO.ISI implique que pour tout g,g' £U et tout x G H{pg), il existe x' G H{pg') 
ayant la meme continuation que x. Cette notion ne depend pas du choix de I'ensemble de points 
periodiques V. En general la continuation d'un point n'est pas unique mais si x[,x'2 ont la meme 
continuation que x, alors x'^ et X2 appartiennent a la meme plaque centre-stable. 

Pour les diffeomorphismes loin des connexions fortes, chaque point possede au plus deux 
continuations. En effet, si x'i,x'2,x'^ sont des continuations de x, on introduit trois suites {qi,n), 
{q2,n), iQ3,n) dans V telles que leurs continuations pour g convergent toutes vers x et leurs conti- 
nuations pour g' convergent vers x'i,X2,x'^ respectivement. Si (gt) est un arc de diffeomorphismes 
dans U joignant g a g' , il existe gt ayant une connexion forte pour I'un des points periodiques 
consideres. Nous allons donner un enonce plus precis. 

Pour chaque g GU, nous introduisons H{pg), I'ensemble des paires (x, a) ou x est un point de 
H{pg) et a est une orientation de E^{x) telle que x est accumule par H{pg) dans la composante 



10.9. CONTINUATION DES CLASSES HYPERBOLIQUES PAR CHAInES 



129 



de W^^{x) \ Wf^^^{x) determinee par a. C'est une partie du fibre unitaire associe a Ejj^^ y La 

dynamique de g s'etend done en une dynamique g sur H{pg). On introduit aussi la projection 
TTg-. H{pg) H{pg) tcllc quc 7rg{x,g) = x. 

Proposition 10.20. Considerons une classe de recurrence par chaines de f qui est une classe 
homocline non triviale H{p) munie d'une structure partiellement hyperbolique Tjj(^p-^M = (B 
E^ ^^g^ dim(£"^) = 1 et telle que E^^ = E^ (B E"^ est finement piege. Supposons aussi que 
pour tout diffeomorphisme g C^-proche de f , la classe H{pg) n'a pas de connexion forte. 

II existe alors un voisinage U C Diffi(M) de f tel que pour tout g,g' £lA on ait les proprietes 
suivantes. 

- (Relevement.) L'application vr^ : H{pg) H{Pg) est surjective et semi-conjugue g et g. 

- (Continuation du relevement.) Pour tout Xg = {xg,a) G H{pg), il existe un unique Xgi = 

{xg',a') S H{pgi) tel que T^gixg) = Xg et 'Kgi{xgi) = Xgi ont la meme continuation et les 
orientations a sur E'^{xg) et a' sur E'^{xgi) coincident. Ceci definit une bijection 

'^g,g'- H{pg) H{pg,). 

- (Continuation de la projection.) Pour tout Xg G H{pg) et Xg' € H{pgi) ayant la meme 
continuation il existe x G H{p) tel que 7rg{^f^g{x)) = Xg et TTgi{^f^gi(x)) = Xgi . 



CHAPITRE 10. HYPERBOLICITES TOPOLOGIQUE ET UNIFORME 



Chapitre 11 

Centralisateurs de diffeomorphismes 



Nous utilisons les resultats des chapitres precedents pour decrire le centralisateur des diffeo- 
morphismes de classe dans le groupe Diff^(M). Dans [2H[27] nous montrons que le centralisa- 
teur d'un diffeomorphisme C^-generique / est trivial, i.e. coincide avec le groupe engendre par /. 
Ceci repond a une conjecture de Smale [17411175] . Pour obtenir ce resultat, nous devons avoir une 
bonne description de la dynamique globale : on pent done voir ce chapitre comme un test de notre 
comprehension des dynamiques C^-generiques. La demonstration necessite de savoir perturber 
un diffeomorphisme en preservant sa dynamique topologique mais en modifiant la dynamique 
de son application tangente. Par ailleurs, dans [25] nous construisons un ouvert non vide O de 
Diff^(M) et une partie dense de O constituee de diffeomorphismes dont le centralisateur est non 
denombrable, done non trivial. 

11.1 Diffeomorphismes commutant 

Si f,g sont des diffeomorphismes qui commutent, g preserve I'ensemble des orbites de / 
ainsi que les invariants dynamiques differentiables et topologiques de /. Un argument facile de 
transversalite (voir [62l proposition 4.5]) montre que pour tout p-uple generique {fi, ■ ■ ■ fp) € 
(Diff''(M))P avec p > 2 et r > 0, le groupe (/i, . . . , fp) est libre. Ceci motive la question suivante 
posee par Smale [1741 1175] . 

Considerons une variete connexe compacte sans bord M et pour tout diffeomorphisme / G 
Diff''(M), definissons son centralisateur 

Z'-iF)={gGDiE\M),fg = gf}. 

II contient le groupe cyclique (/). Nous disons que f a un centralisateur trivial si Z^{f) = (/). 

Question 1 (Smale). Pour r > 1, considerons I'ensemble des diffeomorphismes ayant un 
centralisateur trivial. 

1. Get ensemble est-il dense dans Diff^(M) ? 

2. Get ensemble contient-il un Gs dense de Diff^(M) ? 

3. Get ensemble contient-il un ouvert dense de Diff^(M) ? 

Ce probleme remonte au travail de Kopell [82] qui a donne une reponse complete pour r > 2 
et M = 5^ : dans ce cas, I'ensemble des diffeomorphismes a centralisateur trivial contient un 
ouvert dense. 
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En dimension plus grande, la description du centralisateur demande une comprehension fine 
de la dynamique globale : puisqu'un element du centralisateur d'un diffeomorphisme pent coin- 
cider avec I'identite sur certaines parties de M, nous devons tenir compte des orbites pour / 
d'une partie dense de M. Seules certaines classes de diffeomorphismes ont ete traitees. 

- En regularite C°°, I'ensemble des diffeomorphismes a centralisateur trivial contient un 
ouvert dense de I'ensemble des diffeomorphismes possedant un puits ou une source et 
satisfaisant I'axiome A et la condition de transversalite forte |125| . Sur le tore T", il contient 
un ouvert dense de I'ensemble des diffeomorphismes d'Anosov |126| (voir aussi [55]). II 
contient aussi un dense d'un ouvert de diffeomorphismes partiellement hyperboliques 
avec fibre central de dimension 1 [44]. 

- En regularite C^, Togawa [17811179] a montre que I'ensemble des diffeomorphismes de classe 

a centralisateur trivial contient un de dense de I'ensemble des diffeomorphismes 
satisfaisant I'axiome A ; en particulier, les diffeomorphismes C^-generiques du cercle ont 
un centralisateur trivial [1781 1179] . 

Nous avons obtenu une reponse complete a la question de Smale en classe C^. 

Theoreme 11.1 (Bonatti-Crovisier- Wilkinson [27]). // existe dans Diff^(M) un Gs dense forme 
de diffeomorphismes f ayant un centralisateur Z^{f) trivial. 

Theoreme 11.2 (Bonatti-Crovisier- Vago- Wilkinson [25|). // existe un ouvert non vide U de 
Difr^(M) et une partie dense V C U formee de diffeomorphismes f ayant un centralisateur 
Z^[f) non denombrable. En particulier I'ensemble des diffeomorphismes d centralisateur trivial 
ne contient pas un ouvert dense de Diff^(M). 

Dans le cas conservatif (lorsque qu'une forme volume ou une forme symplectique est preser- 
vee), I'analogue du theoreme 111.11 reste vrai [26]. L'analogue du theoreme 111.21 reste vrai dans 
le cadre symplectique mais nous n'avons pas de construction pour I'espace des diffeomorphismes 
preservant une forme volume. 

11.2 Strategic pour montrer que le centralisateur est trivial 

a) Centralisateur localement trivial 

Bien souvent, la premiere etape pour montrer que le centralisateur d'un diffeomorphisme est 
trivial consiste a montrer qu'il est "localement trivial". 

Definition 11.3. Le centralisateur Z^{f) d'un diffeomorphisme / est localement trivial si pour 
tout g € Z^{f), il existe un ouvert dense U C M et une application localement constante 
a: f/ I— > Z telle que g{x) = f"'^^\x) pour tout x &U. 

Dans [82], le controle de la distorsion de la derivee des applications est un des ingredients 
principaux pour montrer que le centralisateur est trivial. Dans le cadre des diffeomorphismes 
generiques, nous devons changer d'argument puisque la distorsion n'est pas bornee : curieusement, 
c'est cette fois le fait que la distorsion explose qui nous permet d'amorcer la demonstration. 

Propriete (MD*^^^). Un diffeomorphisme / satisfait la propriete de mauvaise distorsion sur 
I'ensemble errant, s'il existe une partie dense V C M \ i^{f) telle que pour tout K > et tons 
X gV, y ^ M \ 0,{f) appartenant a des orbites differentes, il existe n > 1 tel que 

I log I det Z)r(x)| - log I det D/" (y)|| > K. 
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Propriete (MD^). Un diffeomorphisme / satisfait la propriete de mauvaise distorsion sur les 
varietes stables (MD'^) si, pour toute orbite periodique hyperbolique O, il existe une partie dense 
V C W^{0) (pour la topologie intrinseque de W^{0)) telle que pour tout K > et tous x £ V, 
y € W^{0) appartenant a des orbites differentes, il existe n > 1 tel que 

I log I det Df^y^rs^o) (^) I - log I det D/i'^.co) (y) 1 1 > K. 

D'apres les theor ernes 1 2 . 1 1 et [2^ ainsi que les resultats de la section [3?3l les propriete suivantes 
sont C^-generiques : 

1. toutes les orbites periodiques sont hyperboliques ; 

2. des orbites periodiques distinctes ont des valeurs propres distinctes ; 

3. pour toute composante connexe U appartenant a I'interieur de I'ensemble non-errant Q, 
il existe une orbite periodique O C Int(r2) telle que U est contenue dans I'adherence de 
W'(0). 

Consequence. Tout diffeomorphisme f ayant les proprietes -generiques{^ ci-dessus et 
qui satisfait les proprietes (MD^^^^) et (MD^) a un centralisateur localement trivial. 

Demonstration. Les proprietes (MD) permettent d"'individualiser" les orbites : si / satisfait la 
propriete (MD*^"^^), alors tout diffeomorphisme g € Z^{f) doit preserver chaque orbite de T>. Ceci 
permet de construire la fonction a de la definition 111.31 sur V. Sur I'ensemble errant, la fonction 
a doit etre localement constante. Par consequent, a s'etend continument sur tout M \ (en 
particulier, elle est constante sur chaque composante de I'ensemble errant). 

Si / satisfait la propriete (MD^), le meme argument s'applique a la variete stable de toute 
orbite periodique hyperbolique preservee par g € Z^{f) ; en particulier Dg et -D/" coincident aux 
points de I'orbite O et a est constante sur toute la variete stable. Puisque les orbites periodiques 
de / ont des valeurs propres distinctes, g fixe individuellement chacune d'entre elles et Ton peut 
done appliquer la propriete (MD**). Pour toute composante connexe U de Int(r2(/)), il existe une 
orbite periodique O C Int(ri(/)) telle que U est contenue dans I'adherence de W^{0). On en 
deduit que a s'etend continument en une fonction localement constante sur Int(r2(/)). □ 

La premiere etape vers le theoreme 111.11 consiste done a montrer le resultat suivant. 

Theoreme 11.4. // existe un Gs dense de Diff^(M) forme de diffeomorphismes qui satisfont les 
proprietes (MD^^\^) et (MD'). 

La propriete (MD^) peut s'obtenir comme variante des arguments de |178l 1179] . La propriete 
(MD^\^) est beaucoup plus delicate a obtenir. En effet, les points d'une meme variete stable 
d'orbite periodique ont la meme dynamique future, proche d'une application lineaire. Au contraire 
dans I'ensemble errant les orbites distinctes peuvent avoir des comportements tres differents. La 
demonstration de ce resultat utilise la notion de perturbation fantome (section 111.31 plus bas) 
mais nous ne I'expliquons pas ici. 

b) Du local au global 

Nous introduisons une nouvelle propriete. 
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Propriete (GD). Un diffeomorphisme / satisfait la propriete de grande dilatation sur un 
ensemble X C M si, pour tout > 0, il existe n{K) > 1 et pour tous x € X et n > n{K), il 
existe j G Z tels que 

snp{\\Dr{f{x))l \\Dr^{P+^{x))\\} > K. 



Consequence. Soit f un diffeomorphisme d'une variete connexe M de dimension d > 2 et 
VeT{f) I'ensemble de ses points periodiques. Supposons que f ait un centralis ateur localement 
trivial, ait toutes ses orbites periodiques hyperboliques et satisfait la propriete (GD) sur M \ 
'Per{f). Alors f a un centralis ateur trivial. 

Demonstration. Considerons g dans le centralisateur de / et -fC > max^gA/(||D2.(7||, 
Puisque le centralisateur de / est localement trivial, on a = oii a : M ^ Z est une fonction 
localement constante sur un ouvert dense de M. La propriete (GD) permet de borner a par n{K). 
Puisque les orbites periodiques de / sont hyperboliques, I'ensemble des points periodiques Vq de 
periode inferieure a 2n{K) est fini. Considerons a present une collection d'ouverts {Ui}\i\<^n(K) 
d'union dense dans M et telle que g = sur C/j. Sur M\Vo, les ensembles Ui sont deux a deux 
disjoints. Puisque M \ Vo est connexe, seul un des ensembles Ui est non vide. Ceci montre que 
g = f^ pour un certain entier i. Le centralisateur de / est done trivial. □ 

Pour obtenir le theoreme 111.11 nous montrons I'enonce suivant. 

Theoreme 11.5. Soit f un diffeomorphisme dont les points periodiques sont hyperboliques. II 
existe g G Diff'^(M) arbitrairement proche de f tel que la propriete (GD) soit satisfaite sur 
M\Per(/). 
De plus, 

- f et g sont conjugue par un homeomorphisme $ de M, ; 

- pour tout orbite periodique O de f, les derivees de f le long de O et de g le long de <I>(0) 
sont conjuguees ; 

- .si f satisfait les proprietes (MD^^^^) et (MD^), alors g les satisfait egalement. 

c) Densite et genericite 

Nous pouvons deduire des sections precedentes qu'il existe un ensemble dense de diffeomor- 
phismes de Diff^(M) ayant un centralisateur trivial. En effet, on pent perturber tout diffeomor- 
phisme / € Diff^(M) pour que les proprietes generiques [U [2] et [3] de la section [a)] ainsi que 
(MD^^\^) et (MD^) soient satisfaites. On perturbe ensuite / en un diffeomorphisme g donne par 
le theoreme 111.51 qui satisfait la propriete (GD). Les proprietes [1], [2], (MD*^^^) et (MD'^) sont 
preservees. Puisque f et g sont conjuguees, la propriete [3] 1' est egalement. Ceci implique que le 
centralisateur de g est trivial. 

Nous ne pouvons pas obtenir la genericite des diffeomorphismes a centralisateur trivial de 
cette fagon puisque la propriete GD n'est pas verifiee sur un G^ dense. Pour conclure nous fai- 
sons un argument de genericite : pour des raisons de compacite, nous travaillons avec I'espace 
des homeomorphismes bilipschitziens Lip(M). Les raisonnements des sections precedentes per- 
mettent de montrer que I'ensemble des diffeomorphismes / ayant un centralisateur trivial dans 
Lip(M) forme une partie dense de Diff^(M). En utilisant la proposition 12.91 nous en deduisons 
qu'il contient un G^ dense, ce qui conclut la demonstration du theoreme 111.11 
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11.3 Perturbations fantomes 

Nous presentons a present quelques ingredients importants pour la demonstration du theo- 
reme 111. 51 Certains de ces arguments sont aussi utilises pour obtenir le theoreme 111.41 

Le theoreme 111.51 permet de perturber un diffeomorphisme / pour changer la dynamique de 
son application tangente sans changer la classe de conjugaison topologique de /. Pour cela, nous 
considerons des domaines ouverts [/ C M et un entier n > 1 tels que les iteres U, f{U), . . . , f'^{U) 
soient deux-a-deux disjoints. La perturbation gi de / est conjuguee a / par un diffeomorphisme 
4)1 qui coincide avec I'identite hors de I'union des f^{U), < i < n. Pour la construire, nous 
modifions / sur les ouverts U, f{U), . . . , f^~^{U) pour un certain entier 1 < j < n et nous 
utilisons les domaines restants f^{U), . . . , f"'~^{U) pour compenser la perturbation de sorte que 
/" et gi coincident sur U. Une telle modification est appelee perturbation fantome de /. 

Pour modifier les proprietes de I'application tangente il est commode de pouvoir supposer 
que les composantes connexes de chaque ouvert f^(U), < i < n sont petites de sorte que / 
y soit proche d'une application lineaire. Par ailleurs, afin de modifier la dynamique le long de 
I'orbite de tout point non periodique, nous souhaitons que U contienne un itere de chaque point 
X G M\Per{f). C'est exactement ce que permet le theoreme l3.4l d'existence de tours topologiques. 

Apres avoir effectue une telle perturbation fantome, les dynamiques des applications tan- 
gentes Df et Dgi restent conjuguees par D(pi. Pour modifier effectivement la dynamique, nous 
introduisons une suite de perturbations fantomes (gi) convergeant dans Diff^(M) vers un dif- 
feomorphisme g. On I'obtient en conjuguant successivement par une suite de diffeomorphismes 
{(pi). En choisissant la taille des composantes connexes du support de chaque application ipi 
suffisamment petite, nous garantissons que la suite (ifi) converge vers un homeomorphisme if de 
M qui conjugue f et g. 

Cette technique de construction de perturbation comme limite de diffeomorphismes conju- 
guees a deja ete utilisee en dynamiques par Anosov et Katok [12] pour des dynamiques lisses ou 
par Rees (voir [20]) en regularite C". 

11.4 Problemes 

Nous n'avons pas obtenu d'analogue au theoreme 111.21 dans le cadre conservatif. 
Question 11.6. Considerons une forme volume v sur M. 

Existe-t-il un ouvert non vide U de Vespace Diff^(M) des diffeomorphismes preservant v et une 
partie dense V dont les elements ont un centralis ateur dans Diff^(M) non trivial? 

Les theoremes 111.11 et 111.21 suggerent que la topologie de I'ensemble des diffeomorphismes a 
centralisateur trivial doit etre compliquee et motive les questions suivantes. 

Question 11.7. 1. Considerons I'ensemble des diffeomorphismes ayant un centralisateur tri- 
vial. Quel est son interieur ? 

|125| implique que pour r > 2, I'interieur est non vide. Pour M = 5^ et r = 1, [25] implique 
que I'interieur est vide. 

2. Est-ce un ensemble borelien ? 

(Voir [56] pour une reponse negative dans le cadre mesurable.) 

3. L'ensemble {{f,g) € (DiS^ (M))"^ , fg = gf} est ferme. Quelle est sa topologie locale ? Est-il 
localement connexe ? 
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Pour demontrer le theoreme 111.11 nous exhibons des proprietes dynamiques qui impliquent 
que le centralisateur est trivial. Ceci illustre I'existence de liens entre la dynamique d'un diffeo- 
morphisme et ses proprietes algebriques dans le groupe Diff^(M). En voici un autre exemple : 
la relation de Baumslag-Solitar gfg~^ = oii n > 1 est un entier, implique que les points 
periodiques de / ne sont pas hyperboliques. 

Question 11.8. 1. Considerons un groupe finiement engendre G = {ai, . . . , ak\ri, . . . , Tm) oil 
{flj} est une partie generatrice et les Vi sont des relations. Quelle est la taille de V ensemble 
des diffeomorphismes f £ Diff'"(M) tels qu'il existe un morphisme injectif p: G — > Diff'^'(M) 
satisfaisant p{ai) = / ? Le theoreme 111.11 implique que cet ensemble est maigre lorsque G 
est abelien (ou meme nilpotent) et different de Z. 

2. Existe-t-il un diffeomorphisme f £ Diff''(M) tel que pour tout g € Diff^(M) le groupe 
engendre par f et g est (/) lorsque g S (/) ou le produit libre (/) * (g) ? 
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